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Résumé :

Ce papier présente la synthèse de lois de commande
non-PDC (Compensations-Parallèles-Distribuées)
pour les modèles Takagi-Sugeno (T-S) continus
assurant un placement de pôles de ses polytopes.
Basée sur le concept de la D-stabilité, une réponse
désirée du système peut être obtenue en plaçant
les pôles des polytopes en boucle fermée dans une
région prédéfinie du plan complexe. Après avoir
présenté ces conditions de D-stabilité quadratiques
pour les modèles T-S en boucle fermée, de nouvelles
conditions sous forme d’Inégalités Matricielles
Linéaires (LMI) moins conservatives ont été
obtenues en utilisant des Fonctions de Lyapunov
Floues (FLF) impliquant une structure floue en
double somme. L’efficacité des résultats proposés
est illustrée par une comparaison entre les résultats
présentés et les résultats de l’état de l’art et une
simulation d’un modèle de bras de robot flexible.

Mots-clés :

Modèles Takagi-Sugeno, Loi de commande non-PDC,
D-stabilité, LMI.

1 Introduction

Les modèles flous Takagi-Sugeno (T-S) [1]
constituent une classe de systèmes polyto-
piques convexes permettant d’étendre cer-
tains concepts de l’automatique linéaire au
cas non linéaire. Ainsi, un système non
linéaire peut être représenté exactement par
un modèle flou T-S sur un compact de l’es-
pace d’état par le biais d’une décomposition
en secteurs non linéaires [2]. Le problème de
contrôle des modèles T-S est généralement
étudié via la méthode directe de Lyapu-
nov [2, 3]. Dans ce contexte, le défi consiste
à exprimer les conditions de stabilité sous
forme d’inégalité matricielle linéaire (LMI)
[4] qui peuvent être résolues par des algo-
rithmes d’optimisation convexe [5]. Les pre-

miers résultats de stabilisation ont été ob-
tenus à partir d’une loi de commande PDC
(Parallel Distributed Compensation) et de
Fonctions de Lyapunov Quadratiques (FLQ)
[3, 2]. Cependant ces méthodes exigent de
trouver une solution commune pour un
ensemble d’inégalités linéaires matricielles
(LMIs) (voir [6] concernant les sources de
conservatisme dans les études des modèles T-
S). Afin de réduire le conservatisme, d’autres
fonctions de Lyapunov alternatives ont été
considérées comme les fonctions de Lyapu-
nov par morceaux [7], les fonctions de Lya-
punov à commutation [8] et les fonctions de
Lyapunov non-quadratiques ou encore ap-
pelées Fonctions de Lyapunov Floues (FLF)
[9, 10, 11]. Dans ce contexte, le recours à
des fonctions de Lyapunov non-quadratiques
s’avère plus approprié. En effet, celles-ci sont
basées sur la même structure d’intercon-
nexion que les modèles T-S à analyser [9, 12].
Néanmoins, dans le cas continu, les dérivées
temporelles des fonctions d’appartenance ap-
paraissent dans les conditions de stabilité.
Afin de contourner ce problème, de nom-
breux travaux sont basés sur l’hypothèse que
ces dérivées sont bornées, et que leurs bornes
sont connues avant la synthèse de la boucle
fermée [9], ce qui peut s’avérer compliqué en
pratique. Pour pallier ce problème, des condi-
tions locales ont été proposées [13] mais qui,
du fait de leur complexité, ne feront pas l’ob-
jet de la présente étude.

Dans ce papier, nous nous intéressons à de
nouvelles conditions LMI garantissant un



placement de pôles dans une région définie.
En effet, assurer la stabilité asymptotique ne
signifie pas nécessairement assurer une bonne
réponse transitoire du système en boucle
fermée. Dans ce contexte, certains travaux
ont été réalisés afin d’améliorer la réponse
transitoire en boucle fermée en ajoutant des
contraintes de placement de pôle au problème
de la stabilisation [14, 15]. Néanmoins, ces
résultats sont donnés dans le cadre qua-
dratique, qui présentent les limitations dis-
cutées ci-dessus. Par conséquent, aprés avoir
présenté les concepts de base de laD-stabilité
[16] et leur extension aux modéles T-S dans
le cadre quadratique, de nouvelles condi-
tions non-quadratiques sont proposées via
une FLF [17], impliquant une structure floue
à double somme afin de réduire le conser-
vatisme, sans toutefois tenir compte de l’es-
timation du domaine d’attraction, qui fera
l’objet de travaux ultérieurs. Enfin, l’effica-
cité des résultats proposés sera illustrée à tra-
vers deux exemples en simulation.

2 Préliminaires

Considérons le modèle T-S donné par [1] :

ẋ(t) =
r∑
i=1

hi(z(t)) (Aix(t) +Biu(t)) (1)

où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm et z(t) sont
respectivement le vecteur d’état, le vecteur
d’entrée et le vecteur de prémisses. Pour
i ∈ Ir = {1, ..., r}, hi(z(t)) ∈ [0, 1]
représentent des fonctions d’appartenance

avec
r∑
i=1

hi(z(t)) = 1. Ai ∈ Rn×n et Bi ∈

Rn×m sont les matrices réelles constantes
définissant la dynamique du système.

Afin de stabiliser (1), considérons la loi de
commande non-PDC donnée par [18] :

u(t) =
r∑
i=1

hi(z(t))Fi

(
r∑
j=1

hj(z(t))Hj

)−1

x(t)

(2)

où Fi ∈ Rm×n et Hj ∈ Rn×n sont des ma-
trices de gain constantes à déterminer.

Notations : Dans la suite de cet article,
les matrices sont supposées de dimensions
appropriées. De plus, afin d’alléger les
expressions mathématiques, le temps t ou
les variables de prémisses z sont omis
lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté. M � 0
(resp. ≺ 0) et I définissent respective-
ment une matrice définie positive (resp.
négative) et une matrice identité de di-
mensions appropriées. Pour toute matrice
carrée Q, on note H(Q) = Q + QT . Dans
une matrice, un astérisque (∗) désigne
une quantité transposée. Soit un ensemble
de matrices réelles Mi et Nij, tel que

pour tout i ∈ I2
r , on note Mz =

r∑
i=1

hi(z)Mi,

Nzz =
r∑
i=1

r∑
j=1

hi(z)hj(z)Nij. Enfin, ⊗ désigne

le produit de Kronecker.

A partir des notations présentées ci-dessus,
et en substituant (2) dans (1), la dynamique
en boucle fermée s’écrit :

ẋ(t) = Ãzzx(t), Ãzz = Az +BzFzH
−1
z (3)

Par conséquent, ∀i ∈ Ir, l’obtention des ma-
trices Fi et Hi telle que la dynamique de la
boucle fermée (3) soit stable garantit la stabi-
lisation du modèle T-S (1) par la loi de com-
mande non-PDC (2). L’objectif de ce travail
est de proposer de nouvelles conditions LMI
pour la synthèse de (2) via le concept de D-
stabilité [16]. L’hypothèse, la définition et les
lemmes suivants seront utilisés par la suite.

Hypothèse 1. Le modèle T-S (1) est sup-
posé continu et dérivable ∀t ∈ R∗+ et ∀x(t) ∈
Ω ⊆ Rn, où Ω est l’espace de validité du
modèle T-S.

Définition 1. (Région LMI) [16] : Un sous
ensemble D du plan complexe est appelé une
région LMI s’il est défini par deux matrices
L = LT ∈ Rd×d et M ∈ Rd×d telles que :

D = {λ ∈ C : L+ λM + λ̄MT < 0} (4)



où d est appelé l’ordre de la région LMI.

Par la suite, nous allons considérer la région
LMI définie ci-dessous et représentée par la
figure 1 :

1. le plan gauche définie par Re(λ) < β,

2. le secteur conique définie par son apex
en (γ, 0) et un angle π/2− θ,

3. un cercle centré en (q, 0) avec un
rayon s,

conduisant aux matrices suivantes :

L =

 −2β 0 0 0 0
0 −2γ cos θ 0 0 0
0 0 −2γ cos θ 0 0
0 0 0 −s −q
0 0 0 −q −s


(5)

M =

 1 0 0 0 0
0 cos θ sin θ 0 0
0 − sin θ cos θ 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 (6)

Pour plus de détails et exemples illustrant
comment obtenir les matrices L et M pour
différentes régions LMI le lecteur peut
consulter [16, 19].
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Figure 1 – Région LMI définie par (5) et
(6).

Lemme 1. (D-stabilité)[16] : Soit une
région LMI définie par (4). Un système dy-
namique (e.g. la boucle fermée d’un modèle
flou T-S (3)) est dit D-stable s’il existe
une fonction de Lyapunov V(x) vérifiant :
1
2
V̇ (x)
V (x)
∈ D, i.e. :

L⊗V (x)+M⊗1

2
V̇ (x)+MT⊗1

2
V̇ (x) ≺ 0 (7)

Notons que, afin de réduire le conservatisme
des conditions LMI proposées, de nombreux
lemmes sont dédiés au découplage de termes
croisés (relaxation de sommes) [6]. Dans la
suite, le lemme suivant est employé, alors
qu’il ne constitue pas la meilleure alterna-
tive, pour permettre une comparaison avec
des travaux récents [15], sans altérer la mise
en évidence du gain de conservatisme apporté
dans le cadre de cette étude et qui relève de
l’application de fonctions de Lyapunov non-
quadratiques.

Lemme 2. [20] : Soient Γij, pour (i, j) ∈
I2
r , des matrices de dimension appropriées.

Γzz ≺ 0 est vérifiée si les conditions suivantes
sont vérifiées :

Γij + Γji ≺ 0, i ≤ j, (i, j) ∈ I2
r , (8)

Dans le cas quadratique, de premières condi-
tions de D-stabilisation ont été proposées
[15]. Celles-ci sont résumées par le lemme sui-
vant :

Lemme 3. [15] : Soit L et M deux matrices
définissant une région LMI (voir définition
1). S’il existe des matrices P = P T � 0, et
Fj telles que les conditions LMI suivantes
soient vérifiées :

Ψij + Ψji ≺ 0, ∀(i, j) ∈ I2
r (9)

Ψij = L⊗ P +He (M ⊗ (AiP +BiFj)) ,
(10)

alors le modèle T-S (3) est D-stabilisé par la
loi de commande (2) avec Hi = P commun.

Notons que les conditions du théorème 3 ont
été obtenues avec la fonction de Lyapunov
candidate :

V (x(t)) = xT (t)P−1x(t), P = P T � 0 (11)

De plus, elles ne permettent la synthèse que
d’une loi de commande PDC, i.e. Hz = P
dans (2), et sont donc conservatives.

Dans la suite, on propose des conditions
de D-stabilité non-quadratique où Hz n’est



plus nécessairement symétrique et peut être
découplée des matrices de Lyapunov. De
plus, pour réduire le conservatisme, une fonc-
tion de Lyapunov non-quadratique, impli-
quant une double somme [17], sera utilisée.

3 Résultats principaux

Dans cette section, l’objectif est de proposer
de nouvelles condition LMI pour la stabili-
sation d’une classe de systèmes non linéaires
(1) par la loi de commande non-PDC (2).
Cette loi de commande doit garantir un pla-
cement de pôles du système en boucle fermée
dans une région LMI prédéfinie. Ce résultat
est résumé par le théorème suivant :

Théorème 1. Sous l’hypothèse 1, on sup-
pose que ∀k ∈ Ir, ∃φk = inf

x∈Ω
(ḣk(x)) ≤ 0,

φk 6= −∞. Supposons les φk connus et L
et M deux matrices définissant une région
LMI. Pour (i, j, k) ∈ I3

r , s’il existe les ma-
trices X̃ij = X̃T

ij , R̃ij = R̃T
ij, Hj, Fj et un sca-

laire ε > 0, tels que les conditions (12), (13)
et (14) soient vérifiées, alors le modèle T-S
(3) est D-stabilisé par la loi de commande
non-PDC (2).

X̃ij + X̃ji � 0, i ≤ j, (i, j) ∈ I2
r , (12)

X̃ijk + X̃jik � 0, i ≤ j, (i, j, k) ∈ I3
r , (13)

Υij + Υji ≺ 0, i ≤ j, (i, j) ∈ I2
r , (14)

avec X̃ijk = X̃kj + X̃ik + R̃ij,

Υij =

[
Υ

(1,1)
ij (∗)

Υ
(1,2)
ij −εI ⊗H(Hj)

]
,

Υ
(1,1)
ij = L⊗ X̃ij +H

(
M ⊗

(
AiHj +BiFj − Φ̃ij

))
,

Υ
(1,2)
ij = M ⊗ (X̃ij −Hj) + εI ⊗ (HT

j A
T
i + FT

j B
T
i ),

Φ̃ij =
1

2

r∑
k=1

φkX̃ijk.

Démonstration. Considérons la FLF donnée
par [17] :

Ṽ (x(t)) = xT (t)X̃−1
zz x(t) (15)

Le système en boucle fermée (3) est stable si,
∀i ∈ Ir, X̃ij = X̃T

ij � 0 et :

V̇ (x) = ẋT X̃−1
zz x+ xT X̃−1

zz ẋ+ xT ˙̃X−1
zz x

= 2xT
(
ÃTzzX̃

−1
zz + 1

2
˙̃X−1
zz

)
x

= 2xT
(
X̃−1
zz Ãzz + 1

2
˙̃X−1
zz

)
x < 0

(16)
A partir du lemme 1 et sachant que
V (x) > 0, la boucle fermée du modèle T-S
(3) est D-stable si :

L⊗ Ṽ (x) +M ⊗ 1

2
˙̃V (x) +MT ⊗ 1

2
˙̃V (x) ≺ 0

(17)

On pose Zzz = X̃−1
zz Ãzz + 1

2
˙̃X−1
zz , (17) s’écrit

alors :

L⊗ xT X̃−1
xx x+H(M ⊗ xTZxxx) ≺ 0 (18)

En utilisant les propriétés du produit de Kro-
necker, (18) devient :

µT
(
L⊗ X̃−1

zz +H(M ⊗ Zzz)
)
µ ≺ 0 (19)

avec µ = I ⊗ x. D’où, ∀x :

L⊗ X̃−1
zz +H(M ⊗ Zzz) ≺ 0 (20)

En multipliant à gauche et à droite (20) par

(I ⊗ X̃z) et comme X̃zz
˙̃X−1
zz X̃zz = − ˙̃Xzz, on

obtient :

L⊗ X̃zz −H
(
M ⊗ 1

2
˙̃Xzz

)
+H

(
M ⊗ ÃzzX̃zz

)
≺ 0

(21)

Considérons à présent un scalaire arbitraire
ε et introduisons les termes nuls :

H(M ⊗ ÃzzHz)−H(M ⊗ ÃzzHz) = 0 (22)

et

H(εI ⊗ ÃzzHT
z Ã

T
zz)−H(εI ⊗ ÃzzHzÃ

T
zz) = 0

(23)
En additionnant (21) avec (22) et (23), on
obtient :

L⊗ X̃zz −H
(
M ⊗ 1

2
˙̃Xzz

)
+H(M ⊗ ÃzzHz)

+H(M ⊗ ÃzzX̃zz −M ⊗ ÃzzHz + εI ⊗ ÃzzH
T
z Ã

T
zz)

−εI ⊗H(ÃzzHzÃ
T
zz) ≺ 0

(24)



c’est à dire :

L⊗ X̃zz +H
(
M ⊗

(
ÃzzHz − 1

2
˙̃Xzz

))
+H((I ⊗ Ãzz)(M ⊗ (X̃zz −Hz) + εI ⊗HT

z Ã
T
zz))

(I ⊗ Ãzz)(−εI ⊗H(Hz))(I ⊗ ÃT
zz) ≺ 0

(25)
On note que

∑r
i=1 ḣi(z) = 0, pour toutes ma-

trices symétriques R̃ij ∈ Rn×n on a :

˙̃Xzz =
r∑
i=1

r∑
j=1

hi(z)hj(z)
r∑

k=1

ḣk(z)X̃ijk (26)

avec X̃ijk = X̃kj + X̃ik + R̃ij

Sous l’hypothèse 1, on suppose que ∀k ∈ Ir,
∃φk = inf

x∈Ω
(ḣk(x)) ≤ 0, φk 6= −∞. L’inégalité

(25) est vérifiée si :

L⊗ X̃zz +H
(
M ⊗

(
ÃzzHz − 1

2 Φ̃zz

))
+H((I ⊗ Ãzz)(M ⊗ (X̃zz −Hz) + εI ⊗HT

z Ã
T
zz))

(I ⊗ Ãzz)(−εI ⊗H(Hz))(I ⊗ ÃT
zz) ≺ 0

(27)

avec Φ̃zz =
r∑
i=1

r∑
j=1

hi(z)hj(z)
r∑

k=1

φkX̃ijk et :

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(z)hj(z)X̃ijk � 0 (28)

En appliquant le lemme 2, (28) est vérifiée si
(13) est vérifiée. (27) peut être écrit sous la
forme suivante :[

I

I ⊗ Ãzz

]T [
Υ

(1,1)
zz (∗)

Υ
(1,2)
zz −εI ⊗H(Hz)

] [
I

I ⊗ Ãzz

]
≺ 0

(29)
avec :

Υ(1,1)
zz = L⊗ X̃zz +H

(
M ⊗

(
ÃzzHz −

1

2
Φ̃zz

))

Υ(1,2)
zz = M ⊗ (X̃zz −Hz) + εI ⊗HT

z Ã
T
zz

L’inégalité (29) est vérifiée si :

Υzz =

[
Υ

(1,1)
zz (∗)

Υ
(1,2)
zz −εI ⊗H(Hz)

]
≺ 0 (30)

Finalement, en appliquant le lemme 2, (30)
est vérifiée si (14) est vérifiée.

Remarque 1. Les conditions présentées
dans le théorème 1 ne sont pas stricte-
ment LMI car elles nécessitent la connais-
sance d’un paramètre ε, qui doit être fixé
à l’avance. Notons que dans la preuve du
théorème 2, l’introduction de ce paramètre
n’est plus obligatoire. Nous avons néanmoins
choisi de le laisser afin de donner plus de li-
berté au choix de Uh et Vh. Ce paramètre est
usuellement choisi dans une famille logarith-
mique telle que ε ∈ {10−6, 10−5, ..., 106} (voir
par exemple [18] ou [21]).

Remarque 2. Les conditions présentées
dans le théorème 1 sont moins conserva-
tives que celles présentées dans le lemme 3.
Néanmoins, les conditions obtenues via une
fonction de Lyapunov non-quadratique sont
des conditions locales et ne garantissent la
stabilité que dans un sous-espace appelé ”Do-
maine d’attraction (DA)” qu’il conviendrait
d’estimer et qui fera l’objet de travaux ulte-
rieurs. Dans le corollaire suivant, une forme
quadratique du théorème 1 est présentée. Le
résultat obtenu est plus conservatif mais ga-
rantit une stabilité globale.

Corollaire 1. Soient L et M deux matrices
définissant une région LMI. Pour (i, j) ∈
I2
r , s’il existe les matrices P = P T � 0, Hj,
Fj et un scalaire ε > 0, tels que la condition
(31) soit vérifiée, alors le modèle T-S (3) est
D-stabilisé par la loi de commande non-PDC
(2).

Ξij + Ξji ≺ 0, i ≤ j, (i, j) ∈ I2
r , (31)

avec :

Ξij =

[
Ξ

(1,1)
ij (∗)

Ξ
(1,2)
ij −εI ⊗H(Hj)

]
,

Ξ
(1,1)
ij = L⊗ P +H (M ⊗ (AiHj +BiFj)) ,

Ξ
(1,2)
ij = M⊗(P−Hj)+εI⊗(HT

j A
T
i +F T

j B
T
i ),

Démonstration. Triviale en fixant X̃ij =
P = P T � 0 commune et R̃ij = −2P dans
les conditions du théorème 1.



Remarque 3. Bien que quadratiques,
les conditions du corollaire 1 permettent
néanmoins la synthèse d’une loi de com-
mande non-PDC (2). Ces conditions sont
donc moins conservatives que le lemme 3.

4 Exemples de simulation

4.1 Exemple 1

Soit le modèle T-S donné par :

ẋ(t) =
2∑
i=1

hi(x1(t))(Aix(t) +Biu(t)) (32)

avec x(t) = [x1(t) x2(t)]T , h1(x1) = (1 −
sin(x1))/2, h2(x1) = 1− h1(x1) et :

A1 =

[
2 −10
2 0

]
, B1 =

[
1
1

]
,

A2 =

[
a −5
1 2

]
, B2 =

[
b
2

]
.

Les paramètres a et b sont dédiés à compa-
rer les domaines de faisabilité obtenus, tracé
dans la figure 2, du théorème 1, du corollaire
1 et du lemme 3 [15]. Les domaines de faisa-
bilité ont été obtenus via la LMI Toolbox
de Matlab [5] avec s = 5, q = −8, β = 5,
θ = 9π/20, γ = 1 et ε ∈ [10−6, 106] (voir re-
marque 1 ). La figure 2 confirme la réduction
du conservatisme escomptée.

4.2 Exemple 2

Soit le bras de robot flexible représenté dans
la figure 3 [22].

La dynamique non linéaire de ce robot peut
être exactement représentée par le modèle T-
S suivant [21] :

ẋ(t) =
2∑
i=1

hi(x1(t))Aix(t) +Bu(t) (33)

où x = [x1 x2 x3 x4]T est le vecteur d’état, x1

et x2 sont respectivement les positions angu-
laires du bras et de l’actionneur, x3 = ẋ1 et
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Théorème 2
Corollaire 1
Lemme 3

Figure 2 – Comparaison des domaines de
faisabilité du théorème 1, du corollaire 1 et
du lemme 3 [15].

Figure 3 – Bras de robot flexible [22].

x4 = ẋ2, u est l’entrée, h1(x1) = 1 − h2(x1)
avec h2(x1) = (1 − f(x1))/(1 + ρ) et, ∀x1

f(x1) = sinx1/x1 ∈ [ρ ; 1] avec ρ =
min(sinx1/x1) ≈ −0, 2172 et :

A1 =


0 0 1 0
0 0 0 1

k−mgL
J1

k
J1

0 0
k
J2

k
J2

0 0

 ,

A2 =


0 0 1 0
0 0 0 1

k−mgLρ
J1

k
J1

0 0
k
J2

k
J2

0 0

 , B =


0
0
0
1
J2


où J1 = J2 = 1 kg.m2 sont les inerties de
l’actionneur et du bras,m = 1 kg est la masse
du bras, L = 1m est la longueur du bras, k =
100N.m.rad−1 est la raideur du ressort, g =
9.81m.s−2 est l’accélération de la gravité.

Un contrôleur non-PDC (2) a été synthétisé
au travers du théorème 1, via la toolbox
LMI de MATLAB [5], avec la région LMI



définie précédemment pour s = 8, q = 7,
β = 3, θ = π/5, γ = 3 et φ1 = φ2 = −2.
La solution avec ε = 0.008 est donnée par
les matrices gain de la loi de commande non-
PDC (2) suivantes :

H1 =

 0.015 0.016 −0.055 −0.036
0.016 0.018 −0.075 −0.069
−0.056 −0.076 0.407 0.414
−0.036 −0.069 0.417 0.639

 ,

H2 =

 0.020 0.020 −0.066 −0.049
0.020 0.023 −0.083 −0.080
−0.067 −0.083 0.410 0.393
−0.049 −0.081 0.396 0.633

 ,
F1 = [ −0.151 0.230 −2.753 −8.072 ] ,

F2 = [ −0.135 0.317 −2.062 −8.013 ] .

La figure 4 montre les trajectoires de l’état
du système en boucle fermée, la dérivé tem-
porelle des fonctions d’activation ainsi que
l’emplacement des pôles, pour les conditions
initiales x(0) = [−π/5 π/5 0 0]T . On notera
que l’hypothèse ḣk(z) ≥ φk = −2 est vérifiée
dans cette simulation.
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Figure 4 – Simulation : (a) trajectoires en
boucle fermée, (b) dérivé des fonctions d’ap-
partenance, (c) pôles du système.

4.3 Conclusion

Dans cet article, la synthèse de contrôleurs
non-PDC garantissant le placement de pôles

pour les modèles T-S a été proposée en se
basant sur le concept de la D-stabilité. Des
résultats moins conservatifs ont été obtenus à
partir d’une Fonction de Lyapunov Floue im-
pliquant une structure à double somme suivi
d’un corollaire quadratique. Deux exemples
ont été présentés afin de montrer l’efficacité
des approches proposées.
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robuste en d-stabilité,” Ph.D. disserta-
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