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 Observation, Informations

Valeur informationnelle de
la mesure en physique statistique

Jacques PADET, Colette PADET,
Anne-Marie CAMES-PINTAUX
et Mioara MUGUR-SCHACHTER (1)

Entropies

La présente étude vise & établir une expression physi-
quement satisfaisante de l'entropie pour une distribu-
tion statistique continue, ce qui implique la prise en
compte des paramétres caractéristiques d'un procédé
d’observation, formalisés de facon convenable. Dans ce
but, on définit d'abord trois classes de situations expé-
rimentales de référence, correspondant aux trois
propriétés classiques de sensibilité, fidélité et précision
pour les appareils de mesure ; puis, dans le cas général
ot se superposent les trois situations de référence, on
détermine linformation associée a l'observation d'un
événement. L'analyse du processus de mesure conduit
alors & définir l'entropie S(A,“F) d’une variable aléa-
toire A, relativement & un procédé d'observationP.
On étudie quelques propriétés de la fonction S(A,?)
et on examine un certain nombre de cas particuliers.
Les expressions de l'entropie proposées antérieure-
ment par Boltzmann, Gibbs, Shannon, Kolmogorov et
Renyi se présentent comme des limites de l'entropie
S{A,}?) et leur signification physique se trouve pré-
cisée.

The present paper aims at stating an
expression physically satisfactory of the
entropy for a continuous statistical dis-
tribution, which implies we had to take
into account characteristic paremeters of
the proceeds of observation, which have
been formalized in a suitable manner. To
reach this aim, first of all we define three
sets of experimental situations o be re-
ferred to, corresponding to three classi-
cal properties of sensitiveness, reliability
and accuracy for measurement appara-
tus; then in the general case where the
three situations above occur together we
determine the information linked with
the observation of an event. The analysis
of the measurement process then leads
to defining the entropy S(A.2#) of a ran-
dom variable A for a proceed of observa-
tion ', Some properties of the func-
tion S{A, ?// are studied and a certain
number of particular cases examined.
The expressions of entropy proposed by
Boltzmann, Gibbs, Shannon, Kolmogo-
rov and Renyi appear as limits of the
entropy S(A,P), and their physical
meaning is given precisely.

1 INTRODUCTION

Ziel der vorliegenden Studie ist es, einen
physikalisch zufriedenstellenden Aus-
druck des Warmegewichts fur eine fortlau-
fende statistische Reihe aufzustellen, was
die Beriicksichtigung der fiir ein Beobach-
tungsverfahren charakteristischen Parame-
ter, in brauchbare Form gebracht, voraus-
setzt. Dazu bestimmt man zuerst drei Be-
zugsversuchssituationen, die den drei klas-
sischen Eigenschaften Empfindlichkeit,
Treue und Genauigkeit, bei Messgerdten,
entsprechen. Dann bestimmt man, im all-
gemeinen Fall, wo sich die drei Bezugssi-
tuationen tiberlagern, die Information, die
der Beobachtung eines Ereignisses zugeor-
dnet ist. Die Analyse des Messprozesses
fiihrt _dann dazu, das Wirmegewicht
S(A, 9} zu definieren, mit einer stochas-
tischen Variabel A, bezogen auf ein Beo-
bachtungsverfahren &°. Man untersucht
einige Eigenschaften der Funktion
S(A, 9’) und eine bestimmte Anzahl En-
zelfille. Die frither vorgeschlagenen Aus-
driicke des Wirmegewichts (von Boltz-
mann, Gibbs, Shannon, Kolmogorov und
Renyi) erscheinen als Grenzwerte des
Wirmegewichts S(A, P, ) und ihr physika-
lischer Sinn wird verdeutlicht.

El presente estudio tiende a establecer una
expresion fisicamente satisfactoria de la
entropia para una distribucion estadistica
continua, lo que implica que hayan de
tenerse en cuenta los parametros caracte-
risticos de un procedimiento de observa-
cion debidamente for dos. Con este
fin, se definen primeramente tres clases de
situaciones experimentales de referencia,
las cuales corresponden a las tres propie-
dades clasicas de sensibilidad, fidelidad y
precision en los aparatos de medida : luego,
en el caso general de que se superpongan
las tres situaciones de referencia, se deter-
mina la informacion asociada a la observa-
cion de un hecho acontecido. El analisis
del proceso de medida conduce entonces a
la definicion de la entropia S(A, 9} de una
variable aleatoria A, relativamente a un
procedimiento de observacion /. Se estu-
dian aglgunas propiedades de la funcion
S(A, ), examinandose un cierto numero
de casos particulares. Las expresiones de la
entropia precedentemente propuestas por
Boltzmann, Gibbs, Shannon, Kolmogoroy
Y Renyi asimismo se presentan con carac-
ter de limites de la entropia S{A, .@) preci-
sandose su significacion fisica.

Les fondements et les implications de la notion classi-
que d’entropie sont depuis un certain temps déji assez
clairement dégagés [1 a 4], mais il subsiste cependant a
propos de ce concept un certain nombre de lacunes, tant
en ce qui concerne la physique statistique que la trans-
mission de Pinformation. Nous en reléverons particu-
li¢rement deux : Pune est relative au probléme de
lentropic des distributions continues, qui n’'a regu
jusqu’a présent que des solutions relativement partielles ;
lautre concerne Pincidence sur I'entropie des limitations
inhérentes au procédé d’observation, encore incomple-
tement évaluée.

(1} Laboratoire de Mécanique Quantique et Groupe de Ther-
momécanique associé. Faculté des Sciences - B.P. 347 - 51062
REIMS Cedex.

En fait, des deux questions sont liées, et la clé de la
premiére - celle des distributions continues - est fournie
par la solution de la seconde, ainsi que I’avait déja remar-
qué Kolmogorov., Des progrés notables ont certes été
faits au plan mathématique, mais sans que la jonction
avec les problémes rencontrés en physique expérimentale
soit clairement établie.

Dans Iétude qui suit, nous essayons d’aborder globa-
lement le probléme de I'observation en physique. Cela
nous conduit & définir en premier lieu trois classes de
situations expérimentales de référence, puis & montrer
comment elles se superposent généralement lors d’une
observation. Aprés avoir établi une expression aussi
générale que possible pour Pentropie S$(A,%) d’une
variable aléatoire A lorsque P'observation est réalisée au
moyen d’un procédé &, nous étudions bridvement quel-
ques cas particuliers. Nous consacrons enfin un para-
graphe aux distributions « catastrophiques » (avec les
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distributions discrétes comme cas limite) en raison de
leur importance pratique.

Le pluriel dont sont affectés, dans le titre, les mots
information en entropie est inhabituel ; nous le justi-
fierons en faisant apparaitre trois « niveaux d’infor-
mation » auxquels correspondent trois expressions diffé-
rentes des grandeurs information et entropie, qui contri-
buent A une généralisation et & un approfondissement de
ces concepts. )

On pourrait traiter le probléme d’une maniére un peu
plus synthétique ct rigoureuse avec un outillage mathé-
matique plus élaboré. Nous y avons toutefois délibé-
rément renoncé pour dégager autant que possible les
aspects physiques et conceptuels de la théorie proposée,
et pour fournir au lecteur non mathématicien des résul-
tats aisément lisibles et utilisables.

2 PRINCIPALES NOTATIONS UTILISES

K4 : ensemble des événements observés.

A, : ensemble des événements enregistrés par
'appareil.

&, : ensemble discret des valeurs mesurdes.

@, &, : élémentsponctuels de A et A,

a; . valeur mesurée, élément de I'ensemble &, .

A (@) : limite de résolution du procédé d’observation
pour la valeur a.

Af (@) : limite de fidélit¢é du procédé d’observation
pour la valeur a.

A; : écart entre les valeurs a; et @ 1.

A,;  : ensemble des valeurs @, ayant la méme valeur
mesurée ;.

Ay ¢ limite d'incertitude pour la valeur mesurée o,.

i (t‘xe) : densité de probabilité de a, dans &, .

: densité de probabilité de & dans &
pr (@) : valeur moyenne de p(a) sur le segment Ag(a).
P, (@) : valeur moyenne de p(a) sur le segment Ag(a).

)
)

3 CONCEPTIONS DE L'ENTROPIE EN PHYSIQUE

3.1 Terminologie et fondements physiques

3.1.1 Evénements et processus

Soit un ensemble & constitué d’événements physi-
ques observables. Ce terme d’événements recouvre en
fait une trés grande variété de données physiques ; ainsi
en thermodynamique, il peut s’agir de la pression, de la
température en un point d’un systéme, ou bien d’une
cellule de Pespace des phases; en optique I'événement
peut étre une couleur, une frange d’interférence, une
intensité de rayonnement...; en transmission de Vinfor-
mation, ce sera la fréquence ou l'intensité d’un signal, ou
encore une lettre d’un alphabet etc ; la liste précédente
n’est évidemment pas exhaustive. Les événements sont
usuellement appelés « états » en thermodynamique et
« résultats d’une expérience » en physique.
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On définit sur & une variable aléatoire A. Dans le
langage de la physique, A est une expérience. Pour
chaque événement, A prend une valeur donnée ae R. Si
A est discréte, 'ensemble &7 est dénombrable et ses
éléments seront notés @;. A chaque événement élémen-
taire @; est associée une probabilité de réalisation p;
(0<p; < 1) telle que Z p; = 1. La donnée des p; définit
une distribution de prol;abilités discrete.

Si A est continue, nous admettrons que I'ensemble .o/
est identifiable & R, et nous noterons & ses points. On
appellera p(a) la densité de probabilité de A. qui est une
fonction réelle intégrable telle que _IIRI-’ (@) da = 1. A
chaque segment E de & est associée la probabilité
P{E) :-/E pla) da, la donnée de la fonction p{a) définis-
sant une distribution continue de probabilités.

Dans le cas d’une variable aléatoire continue. on réser-
ve en théorie des probabilités le nom d’événements a des
parties mesurables de R, auxquelles on peut associer
une probabilité. Un événement ponctuel a donc en toute
rigueur une probabilité nulle. Aussi, lorsque nous parle-
rons plus loin d'un événement ponctuel {ou isolé) @, cela
sous-entendra en fait un événement infinitésimal de
mesure da et de probabilité p(a) da trés petite, mais non
nulle. Enfin, dans toute la suite, nous userons par
commodité de 'abus de langage qui consiste a confondre
I'événement ponctuel & ou o; avec la valeur a correspon-
dante de la variable aléatoire A.

D’autre part, on appellera « processus » un couple
ordonné d’événement (@, 8) & et § n’appartenant pas
obligatoirement au méme ensemble & (ce qui est moins
restrictif qu’en thermodynamique [6] [7]). La succes-
sion, que nous noterons @, de deux processus (@, §) et
(B, 7) est égale au processus (a, ¥) :

(0, 8) ® B.7) = (@)

Cette opération n'est définie que lorsque les deux
processus présentent un événement commun (ici §).
Enfin, Pinverse du processus (@, §) est (B, @) : en effet, la
succession d’un processus et de son inverse est égale au
processus identique :

(Ol»ﬁ) ® (Ba) = (@ @)

3.1.2 Information

Dans le cas ot 'ensemble &est discret, on appelle par
définition « information relative a Iévénement a; » la
grandeur :

I () = - logy Py (1)

cxprimée en « bit » (binary unit). Il est essentiel de bien
remarquer que [{q;), étant une fonction décroissante de
P; représente une mesurc conventionnelle de l'infor-
mation qui nous manque relativement i @; : c’est I'infor-
mation qui pourrait étre fournie par un résultat d’expé-
rience, et non Ilinformation dont nous disposons a
priori, cette derniére étant mesurée par Py



3.1.3 Information moyenne ou entropie

Il est intéressant de considérer, sur Pensemble discret
S 1a moyenne des informations relatives aux différents
événements @;, généralement notée comme une fonction
de la variable aléatoire A :

$(4)=Zp; 1{e)= Zpi logy Pi (2)

Cette fonction a ¢té introduite et largement exploitée
en théorie de I'information par Shannon [3] {4], qui I'a
nommcée « entropie » en raison de son analogie avec
I’entropic de la thermodynamique statistique.
Considérons en effet un ¢tat thermodynamique carac-
térisé par N molécules réparties dans n éléments de
volume, I'élément i contenant N; molécules {i=1 a n).
Le nombre I de complexions qui réalise cet état est
donné par la formule de Boltzmann :
N
W =
YR
i=1
ou le signe II signifie « produit des N; ! », et I'entropie
du sytéme est définie par la relation :

Sth = klog W (3)

dans laquelle k est la constante de Boltzmann. Cette
définition, primitivement établie pour des états d’équi-
libre, peut étre étendue sans difficulté aux états hors
d*équilibre [9].

Les nombres N et N; étant trés grands, on peut utili-
ser la formule de Stirling pour calculer log W, et 'on
obtient :

log W =NlogN - ¥
{

log N;

En appelant p; = Nj/N la probabilité qu’une molécule
soit dans |'élément i, on voit que S peut se mettre sous la
forme suivante :

n N; n N; N;
Sy sl 8 NpTRp S R
n
=ty El pilogp; 4)

Les expressions (2) et (4) étant identiques au point de
vue formel, il apparait que I'entropie de la thermody-
namique statistique et I'entropie de la théorie de l'infor-
mation sont de Ja méme essence. Elles différent néam-
moins en ceci que la constante de Boltzmann, de par sa
dimension, confére & I'entropie thermodynamique un
contenu énergétique que ne posséde pas la fonction
adimensionnelle S (A).

3.1.4 Fonction H# de Boltzmann et fonction H de
Shannon

Envisageons maintenant le cas d’une distribution
continue. Partant de lexpression (2) qui définit S(A)
dans le cas discret, on montre [4] que lentropie n’est pas
bornée lorsque A devient continue : S(A)— . Nous

reviendrons au paragraphe 5 sur Pinterprétation de cette
propriété, qui engendre évidemment des difficultés pra-
tiques importantes. Historiquement, I'évolution des
travaux relatifs aux distributions continues peut se rame-
ner 4 deux grandes étapes .

A partir de considérations mécaniques et statistiques,
Boltzmann a établi en 1872 que, pour un gaz isolé dont
les molécules ont une densité de distribution des vitesses
flu,v,w), la fonction

H= 'llf (u,v,w) log f (u,v,w) du dv dw (5)

est une fonction non croissante du temps. Cette pro-
priété célebre mais controversée [10] [11] est connue
sous le nom de « Théoréme #». Quelques années plus
tard, Boltzmann a postulé lidentité de la fonction #
avec entopie thermodynamique : S = —k . 1l a enfin
proposé une expression plus générale de entropie pour
un systéme quelconque dont les éléments obéissent aux
lois de la mécanique classique: S=—k [f (p,q) log
fip.q) dp dg, ot g et p représentent respectivement la
position et I'impulsion du systéme dans Despace des
phases I', et f(p,q) la densité de répartition corres-
pondante normalisée dans I" [12].

Plus récemment, Shannon [4] a adopté une expres-
sion semblable en théorie de I'information. Etant donnée
une variable aléatoire A continue, de densité p (a), il
appelle « entropie » la fonction :

+ o0

H(A)=— p (@) logy p (@) da (6)

- 00

construite « par analogie » avec le cas discret. C’est cette
définition quelque peu arbitraire qui est actuellement
utilisée dans le traitement des signaux continus, ot elle a
rendu d'importants services malgré sgs défauts évidents.

3.1.5 Critique

Les conventions adoptées pour définir 'information
et I'entropie dans le cas des distributions discrétes sont
cohérentes et relativement satisfaisantes ; elles ne sont
assurément pas les seules possibles, mais elles ont proba-
blement le mérite de la plus grande commodité d’emploi.

Il en va tout autrement dans le cas des distributions
continues car la fonction H(A) (ou la fonction ) n’est
pas pleinement cohérente avec son homologue S(A) pour
les cas discrets, et présente pour cette raison des diffi-
cultés d’interprétation (mis a part le fait, évident, qu’elle
est la valeur moyenne de log, p(a)). Depuis Shannon, les
propriétés suivantes sont en effet bien connues :

— H(A) peut étre négative, contrairement & S(A).

— la formule définissant H(A) n’est paS homogéne puis-
que la grandeur qui figure sous le logarithme posséde
une dimension, qui est celle d’une densité.

— la fonction H(A) n’est pas invariante dans une trans-
formation quelconque des coordonnées.

Toutefois, ces propriétés négatives sont pour ainsi
dire gommées si I'on compare les fonctions de Shannon
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de deux variables aléatoires continues A; et A, en fai-
sant leur différence H(A;) — H(A;). On a puisé dans
cette constatation empirique un argument essentiel pour
justifier l'utilisation de la fonction H(A), qui est 4 la
base de nombreux travaux [13 4 22). Notons enfin que
les difficultés signalées ont été parfois sous-estimés, voir
ignorées ; mais elles sont cependant mentionnées claire-
ment dans plusieurs traités [9] [15], et Roubine {14] en
particulier en a fourni une analyse trés lucide.

3.2 introduction du concept de mesure

Nos raisonnements n’ont concerné jusqu’a présent
que des distributions de probabilités supposées données
a priori. Mais la notion d’information est essentiellement
associée 4 l'observation d’un événement, c’est-a-dire a
I'idée de mesure au sens le plus large du terme. Il semble
donc nécessaire d'introduire les paramétres caractéris-
tiques d’une mesure dans l'évaluation des grandeurs
information et entropie. Cette constatation n’est pas
nouvelle [5] [23 & 26] mais n’a donné naissance jusqu’a
ces derniers temps qu’a un nombre relativement restreint
de travaux.

Cest & Gibbs que l'on doit la premiére tentative
d’intégrer la précision d’une mesure 4 Pévaluation de
lentropie. Pour remédier aux difficultés soulevées par la
fonction H#de Boltzmann, il proposa d’identifier entro-
pie a Pexpression suivante :

flp q)log
T

S=—k

Cf(p,q)l dpdg  (7)

dans laquelle C est une constante déterminant la finesse
de la structure granulaire introduite dans P'espace des
phases par les limites intrinséques des moyens d’obser-
vation utilisés. Nous montrerons plus loin (5.3) que la
validité de la relation (7) est cependant limitée au cas ol
C-0.

Dans le méme esprit, Kolmogorov [5] a introduit en
théorie de Plinformation la notion de précision d’une
observation. Il écrit : « En accord avec le sens propre du
terme, lentropie d’un objet A avec une distribution
continue est toujours infinie. Si les signaux continus
peuvent néanmoins servir a transmettre une information,
c’est seulement parce qu’ils sont toujours observés avec
une précision limitée. En conséquence, il est naturel de
définir une € — entropie appropriée H(e, A) de objet A
en donnant la précision de I’observation € ».

On doit & Renyi [27] [15] une formalisation simple
de e — entropie. L’ensemble & des événements & étant
muni d’'une métrique, on le suppose totalement borné,
c’est-a-dire que pour tout € > 0, il peut étre divisé en un
nombre fini d’ensembles disjoints ayant chacun un
diamétre inférieur ou égal 4 €. On appelle € - partition de
Hun tel systéme o) (€), ..., ¥, (¢) (€) d’ensembles dont
la réunion est & Soit py (€) la probabilité d’observer un
événement a dans ['élément &, (€). Alors, I'e — entropie
est par définition :

8 ENTROPIE N° 7273 * 1977

pr (€) loga pp (€) (8)

Moyennant certaines conditions supplémentaires, on
démontre qu’il existe une relation a la limite entre
H(e, A) et la fonction de Shannon H(A),

lim H (€,4) — logy —l =H (4) 9)
€0

La formule (8), applicable dans I'esprit de ses auteurs
a la transmission de I'information, ne parait pas avoir été
beaucoup utilisée en pratique, probablement en raison
du caractére physique assez vague de ce qui est appelé
« précision » de Pobservation, la construction de I'e
partition n’étant reliée & aucun critére expérimental
vraiment précis. On verra plus loin qu’elle s’intégre
néanmoins dans la théorie que nous allons exposer.

Depuis peu de temps, les recherches relatives a la rela-
tion observation-entropie semblent se multiplier dans des
directions assez varides, et il serait trop long de les
résumer ici. Nous reléverons seulement le fait que dans
ces travaux on a attribué A la notion d’« erreur de
mesure » des significations assez différentes et quelque-
fois imprécises. Citons en particulier Dayantis [28]
(détermination expérimentale d’une courbe), Hurwitz
[29], Liboff [30] [31] et Hoyningen-Huene [44] (ther-
modynamique statistique), ainsi que Sempi [32], le point
de vue exprimé par ce dernier étant proche du notre
pour une classe particulié¢re d’observations (cf. paragra-
phe 4.3.5). Rappelons enfin les importantes contri-
butions de Kampé de Feriet, Forte {33 a 36], Picard
[37] [38], Terrenoire et de leurs collaborateurs aux
problémes mathématiques liés 2 la mesure de Dinfor-
mation et 4 son extension a des événements de nature
non statistique [39].

4 ENTROPIE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE
CONTINUE A RELATIVEMENT A UN
PROCEDE D'OBSERVATION

Malgré le bilan relativement négatif que nous venons
d’établir concernant l'entropie des variables aléatoires
continues, une voie semble se dégager, qui mérite d’étre
explorée plus avant, a savoir la prise en compte, d’une
maniére opérationnelle, des paramétres caractéristiques
du procédé d’observation, et c’est elle que nous nous
proposons de suivre maintenant. Pour ce faire, nous
allons analyser et formaliser les propriétés habituel-
lement reconnues 4 tout systéme expérimental, puis le
processus d’observation lui-méme. Tirant ensuite les
conséquences de ces deux analyses, nous serons amenés
3 définir « information utile associée  la réalisation
d’un événement o observé au moyen d’un procédé Py,
et Dentropie S(A,P) correspondante, pour laquelle
d’intéressantes propriétés seront mises en évidence. Nous
montrerons en particulier que la fonction S(4,%) est
exempte des défauts qui entachaient les formules de



Boltzmann, Gibbs, Shannon et Kolmogorov - Rényi, mais
que ces derniéres trouvent naturellement une place et
une signification physique dans notre construction.

Il convient de préciser ici clairement le point de vue
auquel nous allons nous placer maintenant. Nous admet-
tons que I'ensemble & qui constitue la « matiére » physi-
que observable est continu (le cas discret sera traité
comme un cas limite) et que tout événement isolé « (au
sens que nous avons donné a ce terme en 2.1.1) est a
priori observable. L’observation d'un événement non
isolé, c’est-a-dire d’un segment £ de S, sera alors éventuel-
lement attribuée 4 une imperfection du procédé d’obser-
vation.

4.1 Caractéristiques d'un procédé d’observation

1] est bien connu que tout procéd¢ d’observation (on
peut dire aussi « appareil de mesure » en prenant ce
terme dans un sens trés large : A la limite, 'appareil peut
étre un observateur humain) est caractérisé par trois
qualités : sensibilité, fidélité et précision. En particulier,
Péchelle de lecture de I'appareil est nécessairement
discréte, Pécart entre les « graduations » ne pouvant
matériellement pas étre rendu infiniment petit.

L'observation fait donc intervenir d’une fagon géné-
rale trois ensembles d’événements (ou de valeurs):
I'ensemble & (continu ou discret) des valeurs & a mesu-
rer ; ensemble ., (que nous supposerons continu) des
valeurs @, enregistrées par lappareil, et Iensemble
discret &, des valeurs mesurées @; (affichées sur I'échel-
le de lecture) que nous représenterons sur les figures par
des axes paralléles. La valeur enregistrée ne pourrait étre
identique A la valeur mesurée que si I'affichage ¢était idéal
(échelle de lecture continue, ¢talonnage parfait).

4.1.1 Sensibilité

La sensibilité se traduit par le fait que 'appareil ne
permet pas de séparer les événements situés 4 Pintérieur
d’un segment A; (&) de I'axe des a. En d’autres termes,
pour tout événement @, isolé, I'événement enregistré a,
est identique A o,. Mais inversement, I’enregistrement
d’une valeur a,, peut provenir, ou bien d’un événement
isolé @,=0eo, ou d’un collectif {&} appartenant au
segment A, () centré sur 0,= @, (fig 1). Ainsi, Iindi-
cation par un thermométre d’une température T, cons-

o ‘/ a a,
A (o)

Fig. 1 Incidence de la limite de résolution Ag sur Uobservation.

tante pendant un certain intervalle de temps ne permet
pas de dire si la température 7 est restée rigoureusement
AL(To)2. et
To + A; (T5)/2. De méme, si une balance mesure un
poids P, cette indication n’est pas modifi¢e lorsqu'on
fait varier P, de AP, pourvu que AP, < A (P, ). Mais si
P'on avait appliqué directement P, + AP,, la balance
aurait affiché cette derniére valeur.

Le segment Ag (@, ) est habituellement appelé « limite
de résolution » de l'appareil pour la valeur @,. Non
seulement cette limite de résolution n’est jamais nulle,

égale & Ty, ou si elle a varié entre T, -

mais en pratique elle ne peut méme pas étre rendue arbi-
trairement petite (on se reportera par exemple aux
remarques trés pertinentes de Brillouin [26] sur la plus
petite longueur mesurable).

4.1.2 Fidélité

La fidélité¢ d’un procédé d’observation est une aptitu-
de 4 la reproductibilité de I'observation pour des événe-
ments identiques ; elle est affectée par les fluctuations
aléatoires de plus ou moins grande amplitude qui sur-
viennent généralement pendant I'acte de mesure, comme
dans la plupart des phénoménes physiques. La consé-
quence pratique en est que, & chaque valeur @ a mesurer
correspond tout un ensemble de valeurs enregistrées a,
possibles, formant un segment Af (@,,) centré sur
@ o,=a (1), avec une densité de probabilité f(a,)
(fig- 2). Dans la suite, nous nous limiterons au cas simple
ot Ton ne dispose sur les fluctuations d’aucun autre
renseignement que leur amplitude maximale Af (). La
valeur enregistrée @, est donc a priori n’importe laquelle
des valeurs constituant le segment Ay (0,) : ces der-
niéres sont alors équiprobables et la densité condition-
nelle f (@ /a) de @, connaissant & est uniforme sur Ay et
nulle en dehors.

" 1
Q, € Af (aeo) = f (ae/a) W‘( (10)

0

% § Ar (@) = f (era)

Nous appellerons Ay (a) «limite de fidélité » de
l'appareil pour la valeur a. Désormais, nous considé-
rerons ce terme comme une constante.

Af (@)

Q=0

T =
<
\

\ of

Fig. 2 Incidence de la limite de fidélité Ag sur I'observation.

(1) Nous le noterons aussi Ag (Q).
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4.1.3 Précision

Dans un appareil de mesure, la précision proprement
dite caractérise un écart systématique entre la valeur
enregistrée @, ct la valeur mesurée @; qui procéde en fait
de deux causes distinctes.

D'une part, lensemble &7, des valeurs mesurées est
toujours discret et dénombrable, soit que 'on utilise
pour laffichage un repére mobile se déplagant par
rapport & des graduations (on arrondit par exemple a la
graduation la plus proche du repére), soit encore que
'on se serve d'un affichage numérique a lecture directe,
limit¢ & n chiffres. Toujours est-il que chaque valeur
affiché @; correspond en fait a tout un segment A,; de
Pensemble &, des valeurs enregistrées : tous les événe-
ments & de A,; auront la méme valeur mesurée a;.
Quand a la position de A,; par rapport a a;, elle résulte
d’une convention tout a fait arbitraire, et nous choisi-
rons la plus commode qui consiste a prendre pour
chaque @, la valeur o; immédiatement inférieure (ou
égale) (fig. 3). Cela s'écrit, en notant @, ; et @, ;41 les
bornesde A, ; et A; intervalle [a;, a;4q :

Ayi =i e iv1[Zlog @[ = 4

Qs+ Mm
|
|
1
N |
ke I
N
* |
N
\Iae.x*l KA
e
Api

Lig. 3 Incidence du caractére discret de Uensemble Mm sur
lobservation

Mais d’autre part, en raison d’un défaut d*étalonnage
ou d'une détérioration de I"appareil, la valeur mesurée o;
peut correspondre a un ensemble A,; {a;) de valeurs
enregistrées qui ne coincide pas avec le segment
[, o[, les longueurs de ces deux scgments pouvant
méme étre différentes (fig. 4) (le décalage se réduit a une
simple translation de .S{,,, par rapport a.%, en cas d’éga-
lité). En particulier, les erreurs de parallaxe entrent dans
cette catégorie. On a donc :

Ap; =l dopnr [ #Flag a1 [ = 4

En dehors des expérimentalistes, qui connaissent bien
ces problémes, on aurait assez souvent tendance a iden-
tifier la sensibilité, la fidélité et la précision proprement
dite sous le terme vague et global de précision, la confu-
sion étant totale au niveau du langage courant. Les trois
notions précédentes sont pourtant indispensables 3 une
analyse en profondeur de la relation obscrvation-infor-
mation, parce qu'elles sont de natures bien différentes,
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ct parce que les paramétres Ag, Ay et A,; ne peuvent
géncéralement pas étre considérés comme négligeables.

Q4+l Qs 2
i+ i+ dm
\
II N
\
4 \
X ] \

N \
\‘lae'“'z e i+ 3 "%

p,itl Ap.z*Z

Fig. 4 Aspect général de la précision d'une observation.

Pour désigner de fagon commode un procédé d’obser-
vation 2 de caractéristiques A, Ay, A,y A;, nous le
noterons dorénavant P{A,, A, Ay Ayl

4.2 Structure du processus de mesure

Poursuivons a présent notre analyse en considérant,
non plus le détail du mécanisme d’observation, mais
Paspect global de I'acte de mesure. 11 apparait alors que
Pobservation n’est que le premier stade, pour ainsi dire
passif,de la mesure car au-deld de I'observation, il ya
Iinterprétation, qui est active et conduit a I’expression
ultime de Ilinformation recueillie. Le processus de
mesure est celui qui réalise la synthése de ces deux
démarches. i

4.2.1 Processus d’observation

Considérons donc un procédé P{A,, Ap Apy Aghet
supposons d’abord que 1’on observe un événement isolé
Q. Compte tenu de la limite de fidélité, événement
enregistré correspondant @, est I'un quelconque des
événements appartenant au segment Ay (@, ) (cf. paragra-
phe 4.1.2). Cette valeur a, appartient & 'un des inter-
valles de précision Ay, et c’est la valeur correspondante
@, de A, qui sera affichée avec une probabilité p (ay,)
(fig. 5).

4 @)

Af (Clo)
—

Fig. 5 Processus d’observation.



Si maintenant nous avons affaire & un ensemble |a}
d’¢vénements appartenant au segment Ag(a,) {limite de
résolution de Pappareil en @, ), la probabilité d’affichage
plag ) de la valeur o, reste inchangée.

Le processus (& € Ag (@), @) qui conduit d’un
événement « a la valeur mesurée @, constitue I'obser-
vation proprement dite, et nous I'appellerons « processus
d’observation ».

4.2.2 Processus interprétatif

La mesure serait cependant incompléte (et Iinfor-
mation obtenue trés particlle) sion la limitait au proces-
sus d’observation, car il faut maintenant « interpréter »
le résultat obtenu. Or, que nous apprend I'affichage de la
valeur @y, ? d’abord que I'événcment enregistré &, appar-
tenait au segment A, associé, sans que P'on puisse préci-
ser davantage. En particulier, &, pouvait étre la borne
inférieure o, j, (fig. 6). Dans ce cas extréme, connaissant
la limite de fidélité¢ A, nous en déduisons que a pouvait
appartenir au segment [& ) — Ap/2, 0o + Ag/2[. En
tenant le méme raisonnement au voisinage de la borne
supérieure @ p, +1 de A, on constate que a était obliga-
toirement un événement de Pintervalle |a, , — A2,
O+ Ap/2[ 1)

&,

m

-4

lzg 6 DProcessus de mesure avec un pmcédé.J} {Asr Af, A‘,i.
Al

Sil'on était certain qu’un événement isolé a été obser-
vé lors de la mesure, 'interprétation serait achevée. Mais
comme cela n’est généralement pas le cas, il reste encore
A tenir compte de la sensibilité. Pour ce faire, reprenons
un raisonnement analogue au précédent : considérant le
cas limite ol o aurait eu la valeur qpp — Af/2, et
connaissant la limite de résolution A (@), nous voyons
que l'observation d’un ensemble d’événements situés a
lintérieur du segment A; (@ A¢/2) aurait pu
conduire 3 la méme valeur mesurée a;,. Comme on peut
dire la méme chose au point @ g1 + Af/2, nous
concluons que la lecture de la valeur o, implique Pappar-
tenance du ou des événements a observés au segment :

Ay Asl:
2 2

A A,
Ak :[ Qe p — —zf < —z—s Qe rs1 t

(1) Cecin'est exact que si Apest indépendant de O,

Toutes les valeurs situées a I'intérieur de cet intervalle
sont des valeurs possibles pour a (fig. 6).

Le renseignement fourni par la lecture de oy, est done
en définitive :

o €Ay . (11)

Le processus par lequel, de la valeur mesurée o, on
remonte a une valeur possible @, de a sera appelé
« processus interprétatif », et noté (. @, €A i ). Quant
au segment A, p, il représente la « marge totale d’incer-
titude du procédé P pour la valeur mesurée ay, ».

On doit souligner que si les processus d’observation
est un phénomeéne physique ordinaire, le processus inter-
prétatif est un processus « intelligent » au sens propre du
mot, qui nécessite I"appréhension des paramétres A, Ay,
Api Ay, et ne peut donc étre réalisé que par un systéme
cybernétique. Cela illustre clairement I'écart qui sépare
Iobjet d’observation {af, le résultat d’observation @y, et
l'objet de connaissance A, qui est une sorte de fenétre
découpée dans Hautour de {al.

4.2.3 Processus de mesure

En fait, le véritable processus de mesure n’est pas le
processus d’observation, dont ['événement final a
{ valeur mesurée) représente en quelque sorte une
« mesure brute ». 11 est certes courant dans la pratique
de s'en tenir a cette mesure brute, et nous analyserons
dans une autre publication le probléme d’information
correspondant. Mais la mesure, pour étre compléte,
doit étre interprétée, ce qui correspond au processus
(e Ag (@), ape Ay} qui est la succession des proces-
sus d’observation et d’interprétation, et que nous appel-
lerons « processus de mesure » :

((!GAS (ao)' ak) (] (ak‘ @, € At,k) =

(@ed, @) a, €Ay W)

Sauf exception, ce processus n’est pas identique
puisqu’on a en général & # @, ce qui revient encore a
dire que le processus interprétatif n’est pas I'inverse du
processus d’observation [40].

4.3 Entropie des distributions continues

4.3.1 Information acquise par mesure

La connaissance acquise par mesure étant maintenant
clairement caractérisée, il reste & en effectuer une évalua-
tion quantitative, 4 partir de la définition convention-
nelle de I'information.

Signalons au préalable, sur un plan qualitatif et sans
entrer dans le détail, que Iinformation apportée par le
processus de mesure est maximale s'il s’agit d’un proces-
sus identique (0. @), et qu'elle est d’autant plus faible
que le processus de mesure est plus « éloigné » de ce
processus identique. [40].

Par la lecture d’une valeur @; de 'ensemble des valeurs
mesurées %,,,, nous apprenons donc que &€ Ay La
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probabilité pour que & appartienne & cet intervalle Ay
est

p (o) da = P+ Ay
Ay

plaed;) =

ol py; est la valeur moyenne de la densité p(a) sur le

segment Ay;. Il semble donc logique d'appeler « informa-
tion utile relative a l'événement @; » la grandeur :

Iy () = = loga

plae Ati)lr log, ‘ T A,i‘:'l-!)
qui est une fonction de a;.

4.3.2 Entropie : expression générale

La probabilité précédente p (@ € Ay;) ne doit pas étre
confondue avec la probabilité p (@;) de lire la valeur a;
lors d'une mesure. Cette derniére est aussi la probabilité
d’obtenir un événement enregistré @, qui appartienne au
segment A, ; associ¢ a @; :

plag = plageA,;) (15}

L’information moyenne que I'on peut recueillir en
utilisant le procédé Pest évidemment la moyenne de la
fonction 1, {®;), qui a pour valeur: }l;p (o) 1y, (o) s
nous appellerons cette expression « entropie utile de lu
variable aléatoire A relativement a un procédé d'obser-
vationP{ Ay, Ay, A,y Al etnous la noterons S (4, A,
Ap A,y Aj) ou plus brievement § (AP :

p i

S (LP) = Tple)ty (o) (16)
I

1l reste encore A calculer p (@;). Ayant déja appelé
fla,) la densité de probabilit¢ de @,, nous pouvons
remplacer (15) par :

p ((!,-) = f (ae) dae (17)
A

i

Pour exprimer f{@,), on aura recours a un calcul
classique de probabilités. Soient f(a,, @) la densité de
probabilité jointe de o, et @, et f (a,/@,) la densité de
Qe sachant que @ =0,. La définition que nous avons
donnée de la sensibilité nous permet de poser :

f(ae/o‘o) = f(ae/a € AS (all))

1l apparait donc que la limite de résolution A; ne
figurera pas dans le calcul au niveau du processus
d’observation. Pour une valeur quelconque & de a,, nous
pouvons alors écrire la relation classique :

floe @) = f(acla) p (@)

En utilisant la relation (10), il vient :

f(%,a)z% Voo, €A (@ = @)
f (o @) = 0 Voo, §Ar (@ = @)

12 ENTROPIE N° 72-73 % 1977

Pour faire apparaitre explicitement la variable a, dans
les relations précédentes, il est commode d’introduire la
« fonction saut » de Heaviside u (x), définie par :

sxg()su(x)zo
}x>0:u(,\-):1.

(n vérificra aisément que f (@, a) s’écrit alors :

i o la) A
o) = 28 a3
(18)
A; \
u (oz+T - 0,)

le crochet étant égal & 1 si a € A (@) ) et nul en
dehors. En fixant @, ct en intégrant sur @, on obtient :

+ 00

o (a}

flee) = f e o) da = "R 4 9

o0 Af ()

D’aprés la formule (17), la probabilité p (a;) s'éerit
alors :

-
plo) = / da, / %{J da (20)
Aﬁi Af (@) ‘

En regardant la relation (20), on notera une nouvelle
fois le réle tout particulier joué par la limite de résolu-
tion, puisque celle-ci intervient uniquement dans le cadre
du processus interprétatif (formule (14)). En effet, Ag
est inclus dans Pévaluation de Ay, donc dans Iinfor-
mation utile I(q;), alors qu'elle ne figure pas dans la
probabilité p (o). ,

On obtient enfin 'expression générale de I'entropic
S{4,P)en remplagant p (@;) et I, (®;) dans I'expression
(16) :

S P)=-2 da, %da

Ay A (o) d

log, p (o) do
Ay (21)
La limite de fidélité A, ayant été supposée indépen-
dante de @, on peut encore sortir le terme A de I'inté-
grale dans ’expression (19) :

’ 1
floe) = ) p(a) da = pg (a)
Af (@)
f (@) est donc la valeur moyenne de p (@) sur le segment
A; centré sur @,, que nous avons notée Pr (). La
probabilité p (a;) s’écrit alors :

Pr (ae) do,
Api

p (&) =

(1) Rappelons que A (0p) = [0, — Af2, 0o + Ag2[ =
Ar (a = qy).



et L'expression géncrale (21) de Pentropie prend la forme
équivalente :

s, P)=-2

i

p (@) da
Ay

Pr (Ote) da, log,

i

4.3.3 Propriétés essentielles de la fonction S (A, P)

En regroupant les expressions (14) et (16}, on voit
que I'entropie utile peut étre mise sous la forme :

s, P)=-Zp () loga

P (Ol GA“,) ]

cette présentation permet de mettre en ¢vidence trois
propriétés essentielles :

— la formule définissant S est homogéne puisqu’il n'y
apparait que des probabilités,

— les probabilités, ¢tant des grandeurs sans dimension,
sont invariantes dans toute transformation des coor-
données. 1l en est de méme pour S (4, 2), qui possé-
de en particulier 'invariance relativiste,

— le logarithme d’une probabilit¢ étant <0, on a:
s(A,2) =0
Les critiques adressées aux entropies de Boltzmann,

ou Shannon ne s’appliquent donc plus 4 Pentropie utile,

celle-ci possédant les mémes caractéres que lorsque la
variable aléatoire A est discréte.

La formule (21) posséde un caractére de grande
généralité, mais dans de nombreuses situations usuelles,
elle peut étre notablement simplifiée, comme nous allons
le voir maintenant en examinant quelques cas limites.

4.3.4 Incidence de la précision seule [41].

Considérons le cas d’un procédé 2{0, 0, A, Aol
n’interviendrait que la précision (fig. 7). Alors il n’y a
plus lieu de distinguer les événements observés et enre-
gistrés @, et le processus de mesure (12) s’écrit: {(a,
@, € Apy). On voit immédiatement & partir de la relation
(22) que Pentropie se réduit a la forme simple :

5 P|=~2 p @) do-logs p (@) da
Api Api
soit encore, en reprenant la définition (15) :
S, P)==-3 p (@) lor2 p () (23)

En se reportant au paragtaphc 3.2, on constate que
cette grandeur généralise en la précisant I’e — entropie de
Kolmogorov-Renyi. Elle la généralise car nous n’avons pas
postulé le caractére totalement borné de 'ensemble &7, la
seul condition étant évidemment que la somme (23)
existe (tout ou plus y a-t-il lieu de convenir que le seg-
ment A3 associé & la plus petite valeur mesurée @, est
la demi-droite |— oo, @, o[). Elle la précise enfin, car le
critére de construction de I’e — partition se trouve main-
tenant clairement défini par la donnée de I'ensemble &/,
des valeurs mesurées et par les caractéristiques de I’éta-
lonnage (segments A;).

A=

Iig. 7 Mesure avec un procédé P {0, 0, Api' Al}

4.3.5 Incidence de la fidélité seule

S’agissant maintenant d’un procédé@{o, Af, 0, 0}, la
valeur mesurée @, devient identique & la valeur enregis-
trée @, et le processus de mesure est défini par (a,
&, € Af {a.)) (fig. 8). Il est alors aisé de montrer par un
passage A la limite dans Pexpression (22) que I'entropie
devient :

s?)=- | @ mgz‘r‘f @ - A | da
(24)

A =4,

g4

Af (o)

Fig. 8 Mesure avec un proce’dé?) 0, Ao, 0}.

On notera, en comparant avec la fonction H (A} de
Shannon, le remplacement de p (&) par la valeur moyen-
ne pr (@) prise sur la limite de fidélité Af (), et la pré-
sence de la mesure Ay dans le logarithme, dont Pargu-
ment est a présent une probabilité.

4.3.6 Incidence de la sensibilité seule
Avec un procédé d’observation Q{As, 0, 0, 0}, ilya

encore identité entre les valeurs enregistrées et les valeurs
mesurées (fig. 9), le processus de mesure étant de la
forme : (@€ A (a,), @, € Ag (@,)). Par un passage a la
limite analogue au précédent, on obtient pour Pen-

tropie : -
+

s(A,P)=- bs (@) Ag (@) } da

(25)

p (@) logy

-0
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aeo %Ed

P oo ‘d
A (@)

Tig. 9 Mesure avec un procédé Py, 0, 0, 0.

Il est intéressant de remarquer, en comparant cette
formule 4 la précédente, qu'il n’apparait ici qu’une seule
valeur moyenne (dans le logarithme), calculée cette fois
sur la limite de résolution A (a).

Nous avons déja publi¢ une démonstration directe
pour ce cas particulier [42], et Sempi [32] [46] en a
proposé presque simultanément une formulation équiva-
lente, qui fait intervenir la fonction de répartition et la
mesure de Lebesgue, Stjeltjes (1), On reléve néanmoins
que dans ce dernier texte, Sempi considére « Perreur de
mesure » (jouant le role de notre terme Ag) comme une
variable aléatoire, sans distinguer nettement les rdles res-
pectifs du pouvoir de résolution et des fluctuations tels
que nous les avons analysés. Notons cependant que si, en
physique expérimentale, il existe généralement une
dépendance fonctionnelle entre A; (a) et a qui ne pré-
sente aucun caractére fondamentalement aléatoire, rien
n'interdit a priori d’envisager le cas ou la limite de réso-
lution Ag (@) serait une variable aléatoire.

4.3.7 Cas mixtes

On peut bien entendu envisager également les combi-
naisons deux 4 deux des paramétres qui définissent le
procédé . Nous ne nous attacherons ici qu'a la plus
intéressante, ou interviennent la sensibilité et la fidélité,
le procédé étant alors du type P{A,, A, 0, 0}, et nous
continuerons 3 considérer A (@) comme une constante.

Posons

Asf(a):[a' M__A_f‘a-f As_l\a]+i_[

2 2 2 2

On voit que le processus de mesure est défini cette
fois par: (@ € Ag (&), @, € Ays {2 )) (fig. 10), et que
I'entropie (22) a pour expression :

+ 00

S4,P)=- Py (@) logz { pgr (@) » Bgp (@) | dav

(26)

La premiére valeur moyenne py (@) est prise sur la

limite de fidélité Az alors que la seconde psfa) est calcu-
lée sur le segment Agy.

(1) Si F(®) est la fonction de répartition associée a la densité
P (@), on a évidemment dans (24) et (25) :

PAQ) +Ap=F (a+ Ag2) — F (@ — Af2)

Ps(@) +A = F (@ + Ay@)/2) ~ F (@ — Ay(@)/2).
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Asf (05)

Fig. 10 Mesure avec un procédé Z {As, Ag 0, 0l

En conclusion de ce paragraphe, nous pouvons retenir
que les investigations auxquelles nous nous sommes
livrés sur le procédé d’observation et sur le processus de
mesure, puis les conclusions que nous en avons tirées,
nous ont mis en possession d’un outil - entropic utile -
dont le domaine d’application est trés vaste, et qui se
révéle intéressant aussi bien sur le plan conceptuel que
d’un point de vue pratique, car il intégre fonciérement
les caractéristiques de 'observateur et de I'observé, tout
en conduisant a des valeurs numériques parfaitement
calculables. La notion d’entropie en physique s’en trouve
donc sensiblement ¢élargie.

5 LES TROIS NIVEAUX D'INFORMATION

L’analyse que nous venons de faire de la relation
observation - observé nous améne maintenant a distin-
guer trois niveaux d’information, auxquels correspon-
dent trois expressions différentes de I’entropie.

5.1 Niveaux d’information locale

5.1.1 Information absolue

Soit @ un événement élémentaire d'un ensemble s
discret, de probabilité p (ay) = py # 0.

On peut appeler « Information absolue relative a
l'évenement oy » la grandeur :

1 (Ot“) =— logz py (27)

Elle nc fait en vérité aucune référence au procédé
d’observation qui sert a recueillir I'information (lequel
est implicitement considéré comme parfait) et ne concer-
ne donc que I'objet d’observation, en soi. C’est encore
I'information associée a un processus identique. Evidem-
ment, cette expression n’est mathématiquement définie
que pour un ensemble discret d’événements. Si & est
continu, I'information absolue I (@) est alors infinie.

5.1.2 Information mesurable

Considérons maintenant un ensemble d’événements
(continu ou discret) observé par un procédé Q{As, Ay,
0, 0} de précision parfaite. Ayant obtenu pour valeur
mesurée &, nous savons a I'issue du processus interpré-
tatif que les valeurs possibles de @ sont définies par :
@, € Agy () (paragraphe 4.3.5), leur probabilité globale
étant p (@ € Agr (@ )).



Par définition, nous dirons que « l'information mesu-
rable apportée par Uenregistrement de la valeur o, » est
la grandeur :

Im (@) =— logy p (@€ Ay (@) (28)

Le qualificatif « mesurable » est justifi¢ par le fait
que cette information serait accessible avec un moyen
d’observation donné A condition de rendre parfait le
systéme d’affichage, qui peut toujours en étre dissocié et
étre traité de fagon indépendante.

5.1.3 Information utile

Dans le cas le plus général, qui est aussi celui que 'on
rencontre en pratique, tous les défauts du moyen
d’observation doivent étre inclus dans I'expression de
I'information recueillie. Puisque le renseignement appor-
té par le processus interprétatif aprés lecture d’une
valeur q; est : &, € A;;, nous avons appelé « information
utile apportée par la valeur mesurée a; » la grandeur :

I, () = — logy p (@ € Ayy) (29)

qui est la valeur efficace, utilisable, de I'information
recueillie {paragraphe 4.3.1).

1 est intéressant de remarquer que si ayy € Ay, et puis-
que Ay; 2 Agpoona:

Iy (ai) < Im (ae = ai) <1 (0’“) (30)

L’information absolue est bien linformation locale
maximale que l'on puisse obtenir, y compris lorsque &
est discret.

A partir de 13, trois conceptions de I'entropie peuvent
étre dégagées.

5.2 Entropie absolue

5.2.1 Distributions discrétes

Si Pobjet d’observation est un ensemble discret
d’événements oy, nous appellerons « entropie absolue
S (A) de la variable aléatoire A » la moyenne des infor-
mations absolues susceptibles d’étre fournies par 'obser-
vation :

s{a)=- Epu loga py (31)

Cette expression n’est autre évidemment que l'entro-
pie habituelle de la thermodynamique et de la théorie de
I'information, qui fait abstraction des propriétés du
procédé d’information, ou ce qui revient au méme, sous-

entend un procédé idéal {0, 0, 0, 0}.

5.2.2 Distributions continues

L'extension de la définition précédente aux distri-
butions continues conduit évidemment 3 une entropic
absolue qui n’est pas bornée. On vérifierait d’ailleurs sans
difficulté, & partir de la formule (26) par exemple, que
S (A) > lorsque A, A7 Ap; et A; tendent simulta-
nément vers zéro. Mais il est remarquable de constater
que la différence des entropies absolues de deux varia-

bles aléatoires A et A’ est en général parfaitement défi-
nie.

Partons par exemple de la formule (26), dans laquelle
on a déa fait A,; = A; =0. Ajoutons-y Phypothése
Ag—> 0 et Ap— 0 :alors Ay — 0. et les valeurs moyennes
de la fonction p (o) sur Ap et Ay tendent vers la valeur
ponctuelle en

Pria) = p{a) ct pgr (@) = p (@)

+ oo
On a donc, en vertu du fait que f p (@) da=1,
et a condition que Ay = cte (1)

+ 00

p (@) logy p (@) dov —. lim logy Agf
:ﬁ_‘f >0

s{a)=-
- 00
Cest 4 la présence du dernier terme qu’est due
généralement la divergence de S (A). Mais supposons
qu'une autre variable aléatoire A" de densité p' (a) soit
observée dans les mémes conditions, c’est-a-dire avec le
méme procédé P. Son entropie absolue est alors :

+ 00

>= - p' (a) loga p' () da lim logy Agy

-0 Asf_’o

et la différence des deux entropies absolues se révéle étre
égale a la différence des fonctions de Shannon de A et

v

A

s(a) —s(a")y = H(a) — H (a") (32)

7

Cette différence a donc un sens, pourvu que les inté-
grales H (A) et H (A"} convergent. La fonction empirique
de Shannon se voit ainsi attribuer une signification
physique précise.

En particulier, la fonction H de Boltzmann doit étre
replacée dans ce contexte. Sa signification est la sui-
vante :

«La variation au cours du temps de I’entropie abso-
lue d’un systéme thermodynamique est égale a la varia-
tion de sa fonction H#».

Dautre part, puisque les fonctions H (A) sont a
valeurs réelles on peut définir une structure d’ordre dans
I'ensemble {4} de toutes les variables aléatoires 3 partir
de leur entropie absolue. Ceci justifie a posteriori unc
pratique largement en usage en théorie de I'information,
mais qui n’avait pas des bases parfaitement solides. Ainsi,
prenons pour exemple quatre variables aléatoires 4, a
As avec des distributions usuelles :

Ay : distribution de Cauchy: p; (@) = W
A, :distribution de Gauss:
2
1,1/2 1 o,
pr= G2} —esp b gpal
Aj : distribution exponenticlle :
1 ]
P3 (@) =——exp (-—)

(1) Dans le cas présent, cette condition est trés peu restric-

tive.
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Ag : distribution uniforme::
Pa (&) = S]— pour Iod < b
2b
0 pour la| > b

Les paramétres ¢, 0, €, b ont méme dimention que a,
et un calcul simple montre que les écart-types des trois
derniéres distributions sont respectivement: 03 =0,
03 =€/ 2, 04 =b/ /3, la distribution de Cauchy étant
sans écart-type.

En prenant pour référence la distribution de Cauchy
et en attribuant aux trois autres distributions un méme
écart-type 0, on obtient :

S (A1) = S (42) =loga (12,87 a) = loga(o V/27e)
S(41) - S (43)=logy (12,87a ) — log, (0 ¢ /2)
S (A1) - S (14) =logy (12,87 a) — log, (2 01/3)

De ces trois relations, on déduit les inégalités sui-
vantes :

o

a>

g S(A1)>8 (42)> 5 (43) > s (4a)

qui traduisent un caractére statistique de moins en moins
dispersif (1) lorsqu’on vade A, a Aq.

5.3 Entropie mesurable

5.3.1 Définition

Corrélativement 4 #a notion d’information mesurable,
nous définirons une « entropie mesurable Sy, (A,P) de
la variable aléatoire A relativement a un procédé d’obser-
vation P » qui sera la moyenne de la fonction infor-
mation mesurable I,,, (0 ). L’entropie mesurable est
donc la valeur que prend lentropie utile S (4, &) lors-
que 9:?{'&5, Ar 0,0 }, dont nous avons déja établi
'expression en (4.3.7).

S (4, Ay Ap, 0,0)=5p, (4, P) =

+ 00

= o7 (@) logz | pgr (). Agp (@)} da
%55 (33)

Quant aux formules (24) et (25), elles définissent
entropie mesurable pour deux procédés particulier

Pl0, A4,0,0} et P{A,,0,0,01).

5.3.2 Application a quelques distributions usuelles

11 serait intéressant d’étudier les variations de
Sm (A, P) en fonction de A; et Ay pour des distri-
butions variées, afin de pouvoir effectuer des comparai-
sons entre elles. Ce travail est en cours, et nous donnons
seulement ici A titre d’exemples les entropies mesurables
des variables aléatoires A, A, A3, A4 définies au para-
graphe précédent, pour un procédé 2P (A, 0,0, 0) ol
n’intervient que le pouvoir de résolution. On a porté en

(1) On dit en mécanique statistique « de plus en plus ordon-
né ».
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abcisses le paramétre sans dimension o0/Ag (0 étant
écart-type de la distribution), sauf pour la distribution
de Cauchy, qui n’a pas d’écart-type, et pour laquelle
nous avons pris le paramétre a/A;, puisque a est homo-
génea a(fig. 11 et 12) et caractérise I'étalement de A ;.

Sm (o)

11 /"_’/44‘ (@=0)
a / /3%

A/

1

§IPI°

03510 20 £ 100 130

Fig. 11 Entropie mesurable Sy, (A, 0/Ay) pour un procédé

,0, 0, 0. Ay : distribution de Cauchy ; A : distribution de
Gauss ; Ay : distribution exponentielle ; A4 : distribution uni-
forme. Domaine 0/Ag 2 3. Les croix indiquent les valeurs calcu-
lées numériquement.

S (A, 010) Ay (e=0)
5 +
h
4
A2
+/
Aj
3 : ¢/Ad
2 / 4
+
1
+
0%
4,
0,5 1 2 3

Fig. 12 Entropie mesurable Sy, (A, 0/8y). Domaine
00/ <3.



Nous avons di avoir recours au calcul sur ordinateur
pour tracer les courbes S, (0/4;) et S, (a/Ag) car
entropie S (4, 4, 0, 0, 0) des distributions de Cauchy,
de Gauss et exponentielle n’est pas calculable par des
méthades analytiques. A P’examen de ces courbes, on
constate que la hiérarchie apparue entre les quatre varia-
bles aléatoires par référence a Ientropie absolue s'étend
a l'entropie mesurable ; en effet, ¥ 0/A; donné, on a
toujours : Sy, (Az) > Sy (A3) > S, (As). La compa-
raison souléve quelques difficultés pour la distribution
de Cauchy en raison de I'abscence d’écart-type, mais il
apparait que pour a=0 (courbe 1) on a également
Sm (A1) > Sy (A2).

Par ailleurs, on voit que pour les quatre distributions,
Sm =0 quand 6/A;—> 0, ce qui correspond au cas de
certitude presque totale, P’essentiel de la distribution se
trouvant soit & lintérieur, soit a Pextérieur de A; [8]. A
la limite, pour une distribution de Dirac (évenement
unique de probabilité 1) : S,,, = 0.

5.3.3 Mise au point sur I'entropie de Gibbs

Revenons briévement i I'entropie de Gibbs rappelée
dans la formule (7). Nous voyons qu’elle fait implici-
tement référence a l’entropie mesurable S (4, A, 0, 0,
0) donnée par larelation (25),la cellule de volume C dans
'espace des phases jouant le réle de la limite de réso-
lution A;. Mais elle est néanmoins incorrecte en raison
de labsence d’une densité moyenne sous le logarithme,
et elle devrait sécrire : S=—k [ f (p, q) log{C.f; (p, q)}
dp dq, avec un terme f,, (p, q) qui serait la moyenne de la
fonction de distribution f sur la cellule C. Sous sa forme
(7), Pentropie de Gibbs n’a de sens que lorsque C-> 0 ;
elle s’identifie alors & 'entropie absolue.

5.4 Entropie utile

Lutilisation d’un procédé 2 tout i fait quelconque
nous impose enfin de définir une troisiéme entropie :
« lentropie utile », qui est la moyenne des informations
locales utiles I, (¢;) ; c’est & elle que nous avons consa-
cré une étude générale au paragraphe 4.3, elle est calcu-
lable & partir de la formule (21).

Une autre expression de l'entropie issue des travaux
de Gibbs entre dans ce cadre. Il s’agit de I’entropie
« grossiére » ou « gmnulaire » (coarse-grained entropy),
étudiée dans quelques publications trés récentes [30]
[31] [44]. L’espace des phases I' étant divisé en cellules
C; mesurables (au sens physique) de maniére analogue a
une € — partition, on considére que sur chaque cellule
G;, la mesure fournit la densité moyenne f; (p, q) =f; de
f (P, q)- Si p;j est la probabilité qu'un point (p, g) de T
appartienne i C;, I'entropie grossiére est définie comme
la moyenne des log f;, soit :

Sg=—k| fi(p q)logfj(p,q) dpdg=—k& 2 pj log fj
r

Cette entropie, pour intéressante qu’elle soit, préte a
la méme critique que la précédente, puisque I'argument

du logarithme est une densité et non une probabilité ; la
situation n’est pas modifiée du fait qu’il s’agisse d’une
densité moyenne au lieu d’une densité ponctuelle.

Des deux nouveaux concepts d’entropie que nous
avons introduits, celui d’entropie mesurable est certai-
nement le plus commode et le plus intéressant a utiliser,
car il est en général relativement facile d’améliorer un
appareil en rendant les paramétres de précision Ap; et A;
petits devant A; et Ay,

6 DISTRIBUTIONS CATASTROPHIQUES

Nous ne voudrions pas conclure cette étude sans évo-
quer au moins briévement le probléme de la frontiére
entre le cas discret et le cas continu. Nous aurons recours
pour le traiter & une catégorie particuliére de variables
aléatoires continues, définies seulement sur des domaines
disjoints, et dont les variables aléatoires discrétes appa-
raissent comme des cas limites. La notion de discerna-
bilité de ces domaines va nous permettre de réinterpréter
'entropie de Shannon pour les variables aléatoires dis-
crétes et d’élargir sa signification, tout en développant
quelques propriétés nouvelles.

6.1 Position du probléme

Nous appellerons « événements catastrophiques » ou
« catastrophes'», au sens de Thom [43] des événements
caractérisés par un important gradient de densité
dp (a)/da, et nous nommerons « distributions catastro-
phiques » des distributions. formant une collection
dénombrable de domaines catastrophique Cy (corres-
pondant a des pics de la fonction p (a)) séparés par des
zones de densité nulle (fig. 13). A chacun de ces domai-
nes Cy, on peut associer une moyenne ay. Soit py la
probabilité de présence d’un événement a dans Pensem-
ble Cy;. On a évidemment : (1)

+ ©O
a)da = Z =1 34
P (@ % rp (34)

-o0
Si I'on suppose que p (&) > O presque partout (sauf
aux points @y, p...) en conservant la propriété (34), on
obtient 4 la limite une distribution discréte, que I'on

peut exprimer a I’aide de la fonction de Dirac § (a) :

pl@=p (@8 (@-—oay) M=1,2,..) (35)

(on aura p (@) =0 si @ # Qy et on posera p (Ot“) = p”).

L’expression générale (21) de l'entropie aussi bien
que les formules partielles qui suivent restent donc appli-
cables aux distributions catastrophiques. Certaines parti-
cularités intéressantes apparaissent toutefois, que nous
voudrions mettre en évidence.

(1) Dans la pratique, on rencontre des distributions telles que
p (®) = € F0 entre les domaines Cy. Nous limitons notre
définition au cas on € est assez petit pour étre négligeable.
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Fig. 13 Exemple de distribution catastrophique.

6.2 Evénements ou nbles d'éveé 1ts
discernables par un procédé d’observation

Soit Ey l'ensemble d’indices {oo bty
risant les moyennes @y ..., @, ... des domaines catas-
trophiques Cu, Cp, .. dans une distribution catastro-
phique, et E; lensemble d’indices { v T } qui

v, } caracté-

caractérise les événements mesurés Qe dans

PPensemble dm. En particulier, pour une distribution

discréte, ayy, @p ... sont les éléments de Pensemble &7, Ces

notations vont nous aider a introduire la notion de dis-
cernabilité des ensembles Cyy, par la définition suivante :

Définition :

Les domaines catastrophiques Cy; d’une distribution
catastrophique sont discernables par un procédé d’obser-
vation g’{As, Ap Ay Ay} sl existe une application
injective M de Ey dans E; :Ey > E;.

Cela revient & dire que :

1) chaque domaine catastrophique Cy est mesuré par
une valeur @; et une seule : M (i) = 1.

2) A chaque élément de I'ensemble des valeurs mesurées
&, on peut attribuer au plus un domaine catastro-
phique Gy : M! (i) =p. (1)

En termes de processus, cette définition signifie que
pour chaque événement (dans le cas discret) ou chaque
domaine catastrophique (dans le cas général), le proces-
sus interprétatif est I'inverse du processus d’observation.
Le processus de mesure est donc un processus identique.

Nous allons maintenant établir quelques propriétés
des distributions qui répondent i la définition précé-
dente.

Proposition 1 :

Une condition nécessaire pour que les éléments d’'une
distribution catastrophique soient discernables par un
procédég {A‘, Ar Api Ajlest que, pour tout couple p,
i d’indices tel que M (u) = i, on ait: Ap; D Ay ()
VaeCy.

Démonstration :

Si la proposition n’est pas vérifée, et compte tenu
d’une limite de fidélité A; non nulle, les événements a
d’un domaine catastrophique Cy; peuvent conduire 2 des
événements enregistrés @, extérieurs a Ap;, et qui soht
donc susceptibles d’étre mesurés par des valeurs autres

(1) L'application inverse Mt elst définie si i €M (Ey), image
de Ey par M. Si j @M (Ey), alors M™" (j)= ¢ (ensemble vide).

18 ENTROPIE N° 72-73 & 1977

que @;. Alors, Pensemble Cy nest plus discernable des
ensembles voisins puisque la propriété 1) n’est pius satis-
faite.
Proposition 2 :

L’entropie S (A, P) d'une distribution catastrophique
dont les éléments Cyy sont discernables par un procédé

d’observation 2 { A, Ay, Api A;}est donnée par la for-
mule :

S(A,P) =- %pu logy ppy (36)

ot py est la probabilité d’avoir & dans le domaine Cj,.
Elle est invariante par toute transformation de P qui
conserve cette discernabilité.

Démonstration :

1) D’aprés la définition que nous avons posée, il est
possible que certains éléments Qg ey Qpy o de
I'ensemble des valeurs mesurées. &, ne correspon-
dent 4 aucun domaine catastrophique. lls ne seront
donc jamais obtenus au cours de I'observation et
leurs probabilités p (&g ), ..., p (@), ... sont nulles.
Pour les autres éléments @, ..., &, ..., 'hypothése de
discernabilité implique :

i=M W= (p (@) = py (daprés 1))

. (37)
p (@€Ay) =py (daprés 2))

L’information utile relative a o; est donc I, (®;) =
— log, pus et I’'on obtient en revenant a la définition
(16) de Pentropie :

s P)=-%p ) L () = — %Pu logz py

On pourrait d’ailleurs retrouver ce résultat a partir de

expression générale (21).

2) En ce qui concerne la seconde partie de la proposi-
tion, considérons un autre procédé:?' qui conserve le
caractére discernable des domaines catastrophiques.
L’ensemble &, des événements @; pourra étre rem-
placé par un autre ensemblesf’,, d’événements ay,
wy 0, .., caractérisé par un nouvel ensemble Ey
d’indices {... S ...}, et il existe une application
injective M de EI# dans Ey, telle que :

=M = |p@n=ppu

(38
p (@€Dy) = py )

Les relations (37) et (38) sont indépendantes des
paramétres qui caractérisent Ptant que la propriété de
discernabilité reste vérifée. On voit en les rapprochant
que P'entropie est donc conservée :

s P)=- Es’ p (@) Iy (@) = — %Pu logs pyy
Cas particulier :

il s'agit d’une distribution discréte, alors py est la
probabilité de I'événement ay, et lexpression (36)
s’identifie 3 'entropie absolue définie au paragraphe 5.2.

On peut alors énoncer la proposition 2 sous la forme
suivante :



Corollaire :

L’entropie absolue S (4) d'une distribution discréte
est entropie utile S (4, 2) de cette distribution lorsque
les événements ay sont discernables par le procédé
d’observation 2.

En particulier, si &fest réduit & un seul événement
dont la probabilité est égale 4 1, (événement certain), la
mesure ne peut apporter aucune information et I'on a
(cf. paragraphe 5.3.2) :

S(A, P)=sa)=0
Proposition 3 :

L’entropie absolue § (4) d’une variable aléatoire A
définie sur un champ discret de probabilités est la valeur
maximale de I'entropie utile § (A, D).

Démonstration :

En se reportant aux inégalités (30), on établit immé-
diatement la proposition. En effet :

Iy (05) <T () Vi = Zp (0 Iy (&) S Zp (04) ] (0)
dod: S (4,P)<S (A).
Cette proposition est conforme aux résultats géné-

raux relatifs 3 linformation apportée par une partition
(cf. Comyn et Losfeld [39]).

6.3 Ressemblance de deux ensembles d’événements

Soient deux variables aléatoires A et A" assocides a
deux distributions catastrophiques de densités p (a)
et p' (@) définies sur le méme champ de probabilités,
dont les domaines catastrophiques ont pour moyennes
respectives {... oy .., oy ..} et { oy’ o) . On
appelle Eyy et Eyy’ les ensembles d’indices correspondants,
et I'on suppose que A et A' sont toutes deux discer-
nables par un procédé d’observation 2.

Proposition 4 :

$’il existe une bijection m de Ey dans Ey', et si =

m (1) = py =p“' V K, alors A et A’ ont méme entropie :

5(4,2)=s (A", D).
Démonstration :

D’aprés la proposition 2, les entropies de A et A’ sont
respectivement :

s@A,P)=- % pu log2 pu
s (A’, g):_ E' pl" 1031 pul

SiVI.(,Ju’ tel que Py’ =py, ona :S(A,9)=S(A',{?

L’observation de ces deux distributions a donc le
méme contenu informationnel. En particulier, si i =
M(u) = M (i), c’est-a-dire schématiquement si.ﬂ,/ ne
differe de que par une « translation » qui laisse cha-
que domaine catastrophique Cy en correspondance avec
la méme valeur mesurée q;, les observations relatives 3.9/
et par P sont identiques. Nous dirons alors que, pour
le procédé d’observation P, les ensembles A et A’ se
ressemblent. On reconnait 1i une extension de la
« ressemblance entre deux événements » [40].

Le résultat le plus intéressant dans ce dernier para-
graphe est peut-étre la signification élargie attribuée a
l'entropie « classique » par le corollaire de la Proposi-

~

tion 2. Il apparait en effet que, lorsque la variable aléa-
toire est discrete, il n’est nullement indispensable de dis-

oser d’un procédé d’observation idéal pour recueillir
Finformation maximale. Cette remarque peut étre éten-
due aux distributions catastrophiques dans la mesure ol
Pon ne s'intéresse que globalement 3 chaque domaine

C“.

7 CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le but que nous nous étions initialement fixé était
d’aboutir 4 une expression pleinement satisfaisante de
entropie pour les distributions continues rencontrées en
physique. L’étude précédente montre qu’il a fallu pour
Iatteindre intégrer les propriétés du procédé d’observa-
tion 2 i la définition de I'entropie, et elle peut étre
étendue sans difficulté au cas des distributions discrétes,
pour lesquelles toutefois les paramétres caractéristiques
de P winterviennent plus explicitement dés lors que les
événements sont discernables.

Les notions d’entropie utile et d’entropie mesurable
que nous avons introduites intégrent comme cas limites
ou particuliers les diverses évaluations de I'entropie pro-
posées par Boltzmann, Gibbs, Shannon, Kolmogorov et
Renyi. Grice a leur domaine d’application assez large,
elles devraient pouvoir étre exploitées avec fruit dans
plusieurs branches de la physique : thermodynamique
statistique, théorie de I'information, mécanique quanti-
que, description des états de surface, et plus généra-
lement partout o intervient un ensemble statistique de
données, pour conduire 2 une meilleure évaluation de
Pinformation accessible et & une amélioration des procé-
dés d’observation. Enfin, il serait intéressant, en se fon-
dant sur Paxiomatique élaborée par Kampé de Feriet
[33] [36], de les élargir & des ensembles de nature non
statistique, dont les événements ne peuvent étre répétés.
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