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NOTATIONS

Les quantités scalaires sont désignées al’ aide de lettres italiques telles que le tempstt.

Les quantités vectorielles ou matricielles sont désignées par des |ettres en caractére gras comme
un vecteur v ou une matrice M. Afin de distinguer la numérotation de quantités vectorielles ou
matricielles avec I'indexation de leurs coordonnées, on choisit d adopter la convention
suivante :

O Les numéros en exposant désignent le numéro du vecteur (resp. matrice) dans un
ensemble ordonné. Exemple: p' 1<i<n.

O Lesnuméros en indice désignent le numéro de la coordonnée du vecteur (resp. matrice).
Exemple:peR*:p=(p,p,, p;).

Pour désigner des sous-éléments d'un vecteur ou dune matrice, on utilise la notation
symbolique suivante :

M,, correspond au vecteur ligne n° i de lamatrice M.
M, correspond au vecteur colonne n® i de M.
v" correspond au vecteur v privé de son premier é ément.

M™, M, M correspondent & la matrice M privée respectivement de sa premiére ligne, de sa
premiére colonne, ou des 2.

Les quantités tensorielles sont quant a elles désignées par des lettres cursives comme 7,
F(x°t) ou £(x°t).

Concernant les dérivées partielles par rapport a une quantité scalaire ou méme vectorielle, on
utilise les notations éguivalentes suivantes :

%(X,t) =0, f(xt) e =%(x,t) =0 f(xt)=grad f(xt)

Enfin par souci de concision, on désigne plusieurs espaces matriciels usuels a I'aide des
notations suivantes :

M, (R) désigne !’ ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients réels.

M. (R) désignele sous-ensemblede M, (R) desmatrices positives.

M. (R) désignele sous-ensemblede M, (R) des matrices définies positives.
S.(E
o,(

) des matrices symétriques.
R) désigne le sous-ensemble de M

désigne le sous-ensemble de M, (R
(

)
R) des matrices orthogonales.

n n
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1 Préeambule

Depuis plusieurs décennies, les sociétés dites modernes sont sujettes a de profondes mutations
sous |'impulsion d’une informatisation massive. En effet, I'informatique a d’ ores et d§ainvesti
de nombreux secteurs d’ activité demandeurs de toujours plus de performance, d’ automatisation
et de capacité de communication. Les conséquences de cette conquéte triomphante de
I’ordinateur sont palpables dans les comportements sociaux qui reflétent globalement une
aspiration a une certaine forme d’instantanéité dans la communication et la transmission du
savoir. Dans ce nouveau contexte, I'image devient plus que jamais le vecteur principal de
I"information. A la fois riche et concise, I'image numérique (qu’ elle soit issue de la réalité ou
d'une rédlité virtuelle) devient un objet d’intérét central pour un large éventail de professions
comme les métiersliés al’ audiovisuel, la médecine, I'industrie, la défense, etc.

En effet, I’aura de I'informatique graphique éclaire de nombreuses disciplines « classiques »,
leur offrant de nouvelles voies de recherche grace a I'apport de nouvelles possibilités de
manipulation, d' organisation et de visuaisation de I'information. De fagon quelque peu naive,
I’émergence de I'informatique graphique et |'apparition d' une cohorte de nouveaux outils
semblent laisser supposer que I’ on puisse aterme, représenter et simuler les moindres aspects de
notre environnement, des plus extraordinaires aux plus quotidiens.

Un des défis que I'animation dynamique cherche a relever s'inscrit dans cette logique de
simulation des nombreux aspects de |’ environnement en choisissant de s appuyer sur leslois de
la physique pour reproduire le mouvement. La tache est de grande ampleur si I’on considére
I"infinité des variétés de mouvements ou d'évolutions des formes qui nous entourent. Qu'il
s agisse d'imiter le rebond d’ une balle, I’ enroulement de volutes de fumée, latrace d empreintes
de pas dans le sable pour les besoins de films d'animations ou bien de proposer des
environnements virtuels pour la ssimulation d’ actes chirurgicaux, la confection de vétements, la
modédlisation informatique de matériaux déformables devient un enjeu de talle. Le travall
présenté dans ce mémoire se propose de développer la construction d’ un modéle physique pour
représenter |'évolution de corps déformables continus. L’implantation informatique de ce
modele de corps déformables vient apporter une réponse alternative aux modéles déja existants
en animation dynamique.

Par ailleurs, I'habillement est depuis quelques années déja un de ces secteurs industriels
fortement marqués par I'intégration des techniques informatiques de pointe. En effet, la
modélisation informatique de matiéres textiles offre de nombreux avantages tels que la faculté
de concevoir, d étudier et de visualiser des vétements virtuels sans avoir recours a leur
confection réelle sur un métier atisser ou atricoter. Je m’emploie alors a appliquer mon modéle
de corps déformables aux textiles tricotés afin d apporter quelques éléments de réponse aux
nombreuses attentes formulées par I’ industrie textile.

2 Contexte
2.1 Contexte scientifique

Le contenu de mon travail a tout d’'abord été influencé par un contexte scientifique dans la
mesure ou il sinscrit dans la politique scientifiqgue a long terme de I'équipe d’animation
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dynamique du LERI. Le début de ma these coincida en fait avec une importante restructuration
des travaux de I'équipe. Dans le cadre de leurs de théses respectives, Didier Gillard et Jean-
Michel Nourrit avaient été amenés a développer des moteurs d’animation dynamique dédiés
respectivement a I’animation de corps rigides articulés et de textiles tricotés. Sous I'impulsion
de Yannick Remion, I’ équipe entreprit I’ éaboration d une plate-forme d’ animation dynamique
unifiée et générique afin de rassembler |I’ensemble des savoir faire acquis au fil des travaux
précédents. Mais cet effort de restructuration fut aussi I'occasion d approfondir nos
connaissances pour asseoir notre maitrise de compétences annexes mais pourtant nécessaires a
I” animation dynamique.

La premiére et la plus essentielle de ces disciplines étrangéres a I'informatique mais
indispensable est la mécanique. Pour tout informaticien que nous sommes, la compréhension
des équations mathématiques du mouvement est un passage obligatoire pour la conception
d’'une application d’animation dynamique. Cette compréhension nous donne entre autres la
faculté de choisir le formalisme physique le plus approprié pour simuler un phénomeéne donné.
Plus encore, cette lucidité vis-a-vis des équations du mouvement nous permet d’ envisager une
implantation informatique performante exploitant les nombreuses propriétés structurelles des
équations du mouvement retenues.

L’intégration numérique est une discipline issue de I’ analyse numérique qui permet de déduire
des solutions approchées des équation différentielles que sont les équations du mouvement.
Ainsi I’animateur se doit de connaitre les résultats principaux dans ce domaine : au moins doit-il
avoir en téte une classification des méthodes les plus usuelles en maitrisant les avantages et les
inconvénients de chacune. De cette maniére, il est a méme, face a un probléme imposé, de
choisir parmi les méthodes a sa disposition celle qui offrira la solution approchée la plus
acceptable.

2.2 Contexte applicatif

Ce travail de recherche' est en fait partie intégrante d’une collaboration industrielle avec
I'antenne de I'lFTH (Institut Francais du Textile et de I'Habillement’) basée & Troyes,
spécialiste dans I’ étude et |a confection de matériaux tricotés. Ce partenariat liant I'l FTH et le
LERI (Laboratoire de Recherches et d' Etudes Informatiques) a vu le jour en 1995 sous la forme
d’ une premiére thése réalisée par Jean-Michel Nourrit.

Les attentes de I'industrie textile sont aussi diverses que d’envergure dans la mesure ou elle
commence a peine afaire appel aux possibilités offertes par I'informatique graphique. Parmi les
nombreuses applications de I’ informatique a la modélisation de textiles, on réalise aisément les
avantages qu’ offrirait une plate-forme de « prototypage virtuel ». Cette application permettrait
en |’occurrence d'étudier les caractéristiques visuelles et le comportement mécanique sous
différentes conditions d' expérimentation d’un échantillon textile sans avoir a le confectionner.
Cette démarche permettrait d’ une part d’ effectuer de nombreux essais en un temps moindre
puisqu’il suffirait en fait de modifier quelques paramétres caractéristiques du textile et de

! Les travaux figurant dans ce mémoire de thése de doctorat ont été financés par le conseil régional de
Champagne-Ardenne.
2 http://www.ifth.org.
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réitérer la simulation. D’autre part, I'impact sur le colt financier serait loin d' étre négligeable
dans la mesure ou la confection d’échantillons nécessite de monopoliser plusieurs métiers a
tisser ou a tricoter qui consistent en des ressources d'importance amputées a |’ activité de
production.

Mais I’ apparition de I'informatique graphique dans la chaine de production textile a aussi des
conséguences a d’ autres niveaux. Doté d’un modele informatique fidéle alafois al’ aspect et au
comportement d'un textile, I'industrie serait & méme de produire des catalogues de collections
de vétements virtuels sans avoir a les produire physiquement. Ainsi équipée de ce nouveau
moyen de présentation, elle pourrait adapter de fagon plus souple et plus performante I’ offre ala
demande, en ne confectionnant que les articles ayant les faveurs de la clientéle.

A I’extrémité de la chaine de production, le comportement du client serait lui aussi modifié de
facon drastique par I'intégration d’outils issus de I’informatique graphique. Disposant d'un
modéle informatique paramétrable de vétement, le client modifierait son comportement de
consommation en achetant des vétements sur mesure depuis son domicile. La disparition des
nombreux intermédiaires dans la chaine de distribution engendrerait une impression de
proximité dans la relation qu’entretiennent producteurs et consommateurs. L’informatique
devenant I'unique interface entre ces deux mondes, instaurerait une confiance née d'une
personnalisation apparente du service au consommateur qui serait un moteur pour le dynamisme
del’industrie textile.

Enfin, un dernier aspect de I’apport de I’informatique graphique consiste en la proposition de
modéles scientifiques de description géométrique et physique des matériaux textiles. Cette
contribution de I'informatique graphique vise a combler les lacunes dans la caractérisation des
matériaux tricotés surtout. Contrairement au textiles tissés dont la structure relativement simple
est constituée de croisements perpendiculaires de fils, les tricots constituent un véritable défi
pour la modélisation géométrique au vu de la diversité des liages que les confectionneurs ont
déja envisagés. Cette différence fondamentale entre textiles tissés et textiles tricotés est une des
raisons pour laguelle il n’existe pas a ce jour de critéres objectifs pour caractériser les textiles
tricotés. La réalisation d'un modéle dynamique de tricots entierement paramétrable pourrait
permettre a partir de simulations de dégager des criteres caractéristiques des différents modes du
tricot, al’image des tests de Kawabata qui permettent de caractériser et de classifier I’ ensemble
destextiles tissés.

3 Objectifs

Face a la diversité des contextes qui constituaient mon environnement de travail, j’ orientais mes
travaux dans plusieurs directions ayant pour trait commun I’ enrichissement de nos réalisations
en animation dynamique. Ce document refléte d' ailleurs cette diversité de centres d'intérét par
sa structure composée de deux grandes parties distinctes.

La premiére partie intitulée « Caisse a outils théoriques pour |’ animation dynamique » regroupe
les différents travaux de nature bibliographique motivés par la volonté de I’ équipe de constituer
un ensemble de documents de référence traitant de problémes liés a |’ animation dynamique. La
premiére étude bibliographique de cette partie traite d’une justification des équations de
Lagrange. Ces équations, pierre angulaire de la mécanique analytique, constituent le formalisme
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physique pour lequel nous avons opté au sein de |’ équipe d' animation dynamique. Cette étude a
pour vocation d'illustrer les nombreux concepts intervenant dans les équations de Lagrange
pour en dégager le sens physique et de les organiser pour préparer un terrain favorable a une
implantation informatique ultérieure. La deuxieme étude bibliographique, rédigée dans le méme
état d’ esprit didactique que la premiére, traite des problemes liés a la résolution numérique des
équations différentielles telles que les éguations d’ évolution régissant le mouvement des corps
soumis a un ensemble d'efforts. Jexpose dans cette éude plusieurs méthodes usuelles
répertoriées selon des criteres objectifs de comparaison afin d éclairer le lecteur sur les
avantages et les inconvénients des méthodes proposées. Enfin, je termine cette partie consacrée
aux études bibliographiques par un état de I'art sur la modélisation des corps déformables en
animation dynamique. Ce dernier chapitre plus conventionnel dresse un inventaire des solutions
déja proposées me permettant de situer le modele innovant que je propose en le comparant aux
model es existants.

Ce travail bibliographique, constituant une partie importante de ce mémoire, découle d’'une
volonté forte de rassembler, d approfondir et de figer I’ expérience commune du groupe dans la
maitrise de compétences étrangéres a I'informatique afin de constituer un ensemble de
documents de référence al’ intention des membres de I’ animation dynamique et j’ ose |’ espérer a
I"intention de tout informaticien désireux d’entreprendre la mise en oauvre d'une plate-forme
d’ animation dynamique.

La conception d'une plate-forme d animation dynamique unifiée m’'a amené a proposer une
refonte du modéle informatique de textiles tricotés présenté par Jean-Michel Nourrit afin de
répondre aux impératifs du nouveau moteur générique. Cette circonstance opportune fut
I” occasion de proposer alafois une unification et une abstraction de la démarche de conception
du modéle mécanique précédent.

Un échantillon de textile tricoté est représenté par les fils qui le constituent. Ainsi, le modéle
que je qualifie d'initial pour le distinguer de I’extension que j’en propose utilise des courbes
splines matérielles (¢ est-a-dire munies d’une répartition massique et d’'une éasticité interne)
pour représenter les fils. La structure du tricot déterminée par I’ agencement des mailles est
traduite par des contraintes géomeétriques de contact entre courbes splines. En résumé, le modéle
mécanique sous-jacent est complétement déterminé par la définition d’une courbe spline
matérielle.

La seconde partie du document intitulée « Variétés splines de dimension d » retrace étapes par
étapes la construction d’un modéle mécanique pour les corps déformables qui consiste en une
généralisation du modéle de courbe spline matérielle. En premier lieu, je propose une
expression d’'une courbe spline indépendante de la nature de ses fonctions de mélange. Cette
premiére unification vient enrichir le nombre de type de courbes prises en compte par le modéle.
En effet, pour des raisons pratiques, Jean-Michel Nourrit avait délibérément limité son travail au
cas de courbes de Catmull-Rom. Au vu de la forte similarité d’ expression mathématique des
courbes, surfaces et volumes splines, je propose une deuxiéme abstraction visant a unifier
I’ expression des objets splines vis-a-vis de leur dimension intrinseque. Le modéle de variétés
splines est le fruit de ces deux étapes d abstraction qui rassemblent dans un méme contexte
théorique une grande variété de formes.
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Ce modéle de nature géométrique est alors envisagé dans un contexte cinématique dans lequel
on est amené a définir les degrés de liberté d’ une variété qui conditionnent son évolution au fil
du temps. L’ gjout d'une répartition massique compatible avec la définition géométrique permet
d’envisager une formulation particuliere des équations du mouvement. En effet, la nature tres
spécifique d une variété spline, dont la position des points est issue d' une combinaison linéaire
de points de contrdle pondérée par des fonctions d'influence, permet d opérer des
simplifications formelles drastiques pour déboucher sur une expression équivalente optimale
des équations de Lagrange.

L’ implantation informatique des variétés splines tire parti des avantages de la conception objet
tels que le polymorphisme et la généricité pour proposer un modéle informatique fidéle a
I’expression mathématique unifiée mais aussi performant en exploitant les propriétés
particuliéeres de fonctions de mélange spécifiques.

Ce travail sinscrit dans une démarche globale et générique visant a proposer un modele
physique et informatique polyvalent pour la représentation de corps déformables a priori
guelcongues.

Les textiles tricotés constituent alors une des applications envisageables de ce modéele. Le
dernier chapitre de la seconde partie développe lafagon dont j’ utilise le modéle de variété spline
pour envisager une modification du modée initia de tricots afin de concilier rigueur de
représentation et performance.






CAISSE A OUTILS

THEORIQUES

POUR L'ANIMATION

L’animation dynamique fait appel a
des disciplines scientifigues autres que
I”informatique telles que les mathématiques,
la mécanique, |'analyse numérique, etc.
Dans ces conditions, I'informaticien ayant
enfilé la combinaison de « I’ animateur » doit
au préalable se doter d'une caisse a outils
théoriques s'il veut aboutir avec succés a
I’élaboration  d'une  application  de
production d animations régies par les lois
dela physique.

Cette nécessité pour I'informaticien
de maitriser des savoirs hors de sa
compétence initiale simposa trés tét aux
membres de I’ équipe d animation dynamique
du LERI. Ce n'est pas faire injure a leurs
auteurs que de reconnaitre que les théses
successives de Didier Gillard et Jean-Michel
Nourrit auront permis de débroussailler et
d’identifier les problemes-clefs suscités par
la réalisation d’ une plate-forme d’animation
dynamique. Mais pour des raisons

DYNAMIQUE

pragmatiques privilégiant des résultats
intermédiaires plutbt qu'une longue et
fastidieuse étude théorique, nombre de
problémes restaient en suspens.

Mon arrivée en thése coincida avec
une profonde restructuration des travaux de
I’ équipe d’animation qui aboutit & la mise en
oavre dune plate-forme générique et
robuste pour I'animation dynamique. Cette
restructuration s accompagnait d’une forte
volonté de rassembler et dorganiser
I”ensemble des savoir faire acquis au fil des
années et d approfondir les thémes jusque |a
non encore explorés. Le contenu de cette
premiére partie est le fruit de ma
contribution & cette volonté de cristalliser la
maitrise de compétences nécessaires a
[’animation dynamique a I'aide d'un
document de « référence » pour notre groupe
d’animation et plus vastement, je I'espére,
pour notre communauté.






L

EQUATIONS DE LAGRANGE :
DE LEUR JUSTIFICATION A LEUR
MISE EN (EUVRE INFORMATIQUE

1 Introduction

Une étude bibliographique sur les éguations de Lagrange peut, au premier abord, paraitre hors
sujet au sein d’'un mémoire de thése de doctorat en informatique graphique. Mais en observant
I’évolution des travaux de recherche en animation par ordinateur, on réalise que |’usage des
éguations de la dynamique est de plus en plus fréquent et ne se cantonne plus désormais a la
simple utilisation de la loi fondamentale de la dynamique régissant le mouvement d'un point
matériel. En effet, les informaticiens n' hésitent plus a recourir a des formalismes physiques de
plus en plus complets afin de simuler des phénomeénes de plus en plus complexes [O'Brien
1999] [Yngve 2000]. Ainsi I’informaticien, désireux de proposer des modéles informatiques de
plus en plus riches pour I’animation, doit maitriser ces nombreux concepts: au moins doit-il
appréhender |e sens physique des formalismes qu’il a a sa disposition afin de faire les choix les
plus pertinents pour la modélisation informatique d’ un phénoméne donné. Sous I'impulsion de
Y annick Remion, I’ équipe d' animation dynamique du LERI a, dés ses premiers travaux [Gillard
1997] [Nourrit 1999], opté pour le formalisme lagrangien : un formalisme puissant permettant
de déduire les équations qui conditionnent le mouvement d'une grande variété de systémes
matériels tels que les systeémes de particules, les solides rigides et les solides déformables. Au
début de ma thése j'ai di, comme les autres doctorants de |’ équipe d'animation dynamique
avant moi, faire face aux difficultés que représentaient alors les équations de Lagrange. Pour
satisfaire ma curiosité intellectuelle et I'envie de devenir plus qu'un «utilisateur » du
formalisme lagrangien, ' entrepris a cette époque une étude bibliographique sur les équations de
Lagrange qui n'avait initialement pas vocation a étre publiée. Assez rapidement, je me trouvais
dans un état de grande confusion devant la diversité des approches adoptées par les nombreux
ouvrages consacrés a ce sujet [Fox 1967] [Germain 1986] [Arnold 1989] [Calkin 1996] [Bérest
1997]. En plus d'une terminologie rarement unique, les auteurs proposaient des justifications
des équations de Lagrange de natures différentes. |l aura falu attendre le moment ou je
m’ hasardais a la lecture d’ un ouvrage d’ épistémologie [Barroso Filho 1994] pour commencer a
cerner les grandes lignes directrices de la démarche de Joseph Louis Lagrange, me permettant
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d’ organiser les nombreuses pistes déja explorées en un raisonnement cohérent. Sur le conseil
avise de Yannick Remion, je commencais la rédaction d une synthése des idées principales
glanées a droite et a gauche afin de constituer un document de référence pour I'équipe
d’ animation dynamique du LERI.

Ce document retrace donc la chronologie des étapes majeures du développement des éguations
de Lagrange, étapes trop souvent éparpillées dans la littérature scientifique contemporaine, en
mentionnant les contributions respectives d'illustres savants. Jinsiste sur |’ existence de deux
justifications des équations de Lagrange issues de deux approches intellectuelles distinctes
proposees a des époques différentes. Mais il ne s agit pas de présenter ici des démonstrations
mathématiques rigoureuses de ces équations, en effet mon ambition est tout autre : avec ce
document, |’ espére guider le lecteur au travers des concepts touffus de ce formalisme en lui
évitant les travers que j’ai pu rencontrer. Ainsi, les éléments constitutifs des équations de
Lagrange sont introduits progressivement, justifiés systématiquement et détaillés dans une
optique d’'implantation informatique. Je profite aussi de cette étude bibliographique pour fixer la
terminologie ainsi que les notations qui seront intensivement utilisées par la suite.

Dans un souci de cohérence, je commence par présenter une chronologie des événements
majeurs qui ont permis d aboutir ala construction de la mécanique analytique. Puis, aprés avoir
introduit les définitions des éléments fondateurs, je présente successivement les deux
justifications des équations de Lagrange en insistant sur le principe dont elles découlent et leur
champ d’ application. Je tiens a mentionner que, pour les besoins de son habilitation adiriger des
recherches [Remion 2000], Yannick Remion a prolongé ce travail en exposant un
développement plus rigoureux de la seconde preuve des équations de Lagrange.

2 Préambule historique

Dans la chronologie des étapes majeures du développement des équations de Lagrange (Figure
1), je choisis comme point de départ un mémoire d'optique géométrique rédigé par Fermat en
1657 traitant de la réflexion et de la réfraction de la lumiére dans des milieux non homogénes.
Dans ce document, Fermat faisait la remarque suivante : « ... la nature agit toujours de maniére
simple et par moindre dépense ... ». Cette idée de moindre dépense simposa a I'esprit des
scientifiques du siécle des lumiéres comme un principe fondateur. Mauperthuis fut le premier,
en 1744, a utiliser ce principe dans le cadre de la mécanique sans réussir a justifier son
argumentation. Euler, convaincu du bien-fondé du raisonnement de Mauperthuis, rédigea un
mémoire en 1753 dans lequel il présentait les premiers essais d'une formalisation mathématique
du principe de moindre action.

Parallelement aux efforts accomplis en mécanique, les mathématiques étaient aussi en plein
essor grace notamment a I'introduction par Leibniz du calcul différentiel en 1684. Ce calcul
offrait une méthode rigoureuse et systématique pour la résolution de problémes de recherche
d'extrema. Le XVllléme siécle fut marqué par une vive démarche de formalisation
mathématique dans le but de faire converger des disciplines a I’ époque distinctes telles que la
géométrie et I’algébre. Lagrange fut un acteur majeur de cette démarche de formalisation et
présenta en 1759 son calcul des variations (nom donné par Euler avec lequel il entretenait une
riche correspondance). Lagrange offrait alors a la communauté scientifique un outil
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mathématigque permettant une formalisation algébrique de la mécanique. Choisissant le principe
de moindre action comme principe fondateur de la mécanique, Lagrange déboucha sur des
équations qui conditionnent le mouvement de systémes matériels soumis a des efforts
conservatifs. Cet événement maeur marqua un tournant dans I'étude du mouvement: la
mécanique de Lagrange, agébriquement formalisée, séloignait des considérations
géométriques. Pour reprendre une citation de Wilton Barroso Filho, «Lagrange pense la
mécanique dans le formalisme» [Barroso Filho 1994]. La premiére preuve, issue d' une
approche que je qualifie d'intégrale, Sappuie sur ces résultats.

Moindre dépense en optique Contribution de
(Fermat) Mauperthuis Contribution d Eulerj
7/ / 7

Moindre dépense en mécanique

Mécanique
Approche
intégrale

—1 I 1 I

1657 | i 1744 i i 1753 i

¥
|
Calcul Difféentid Calcul des variations (Lagrange)
(Leibniz) I Preuve 1
A
/ |
Formalisation mathématique |
I

(convergence des disciplines)

Mathématiques

1684 |—| 1700 I
Mécanique Analyti Lagr
Loi fondamentale de la dynamique Mémoire sur la que P rzuy\tllg;e( agrange)
(Newton) libration delalune
(Lagrange)
Principe des ; ]
puissances virtuelles . Mécanique
Statique _ Principe des Approche
puissances virtuelles . .
Dynamique différentielle
(d’ Alembert)
—| 1687 H 1717

A 1764 1788 |

Figure 1 Frise chronologique rassemblant les étapes majeures du développement du formalisme
lagrangien.

Il est important de mentionner que Lagrange n'était pas le seul scientifigue cherchant a
formaliser la mécanique. Dans son « Traité de la dynamique » rédigé en 1743, d'Alembert
tentait de trouver un principe fondateur et unificateur pour la description du mouvement.
Influencé par la loi fondamentale de la dynamique énoncée par Newton en 1687 dans ses
« Principes Mathématiques», il dirigea ses recherches vers le principe des puissances
virtuelles issu de la statique qui I'amena & énoncer un principe s appliquant a la dynamique qui
porte désormais son nom. Lagrange, prenant conscience de la qualité du travail de d'Alembert,
utilisa son principe et le calcul des variations pour la rédaction d'un mémoire sur la libration de
la lune: mémoire qui lui fit décrocher le prix de I'Académie des Sciences de Paris en 1764.
Mais, c'est surtout en 1788, lors de la parution de la « Mécanique Analytique » que Lagrange
rendit hommage au travail de d'‘Alembert. Dans cet ouvrage, synthése d'une vie consacrée a la
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formalisation de la mécanique, Lagrange choisit d'adopter le principe de d' Alembert comme
principe fondateur. Il en déduisit ses équations, élargissant leur domaine d'application aux
systemes matériels soumis a des efforts dissipatifs tels que les forces de frottement. La
deuxiéme preuve détaille cette démarche que je choisis de qualifier d’ approche différentielle.

Ces travaux de Lagrange ont contribué a réduire et ordonner les principes connus de la
mécanique : le formalisme lagrangien est le résultat de la démarche d'un mathématicien qui
parcourt la physique, sans rapport direct avec I'observation. Les équations de Lagrange
simposérent alors naturellement par leur indépendance vis a vis de la représentation
géométrique du probléme mais aussi par leur puissance unificatrice qui avait réconcilié les
partisans du principe de moindre action et ceux du principe des puissances virtuelles.

3 Définitions
Je rassemble dans ce paragraphe |’ ensemble des définitions importantes communes aux deux

preuves des équations de Lagrange. Dans un souci d’homogénéité, je choisis d'adopter les
notations couramment utilisées au sein de I’ équipe d’ animation dynamique du LERI.

3.1 Configuration géomeétrique

Un systéme matériel est constitué d'un ensemble de corps matériels discrets ou compacts. La
configuration d'un systéme matériel synthétise a la fois la position et la forme instantanée de
celui-ci. Aing, le mouvement dun systéeme matériel correspond a la succession de ses
configurations au fil du temps.

De toute évidence, la notion de mouvement est fortement dépendante des conditions
d'observation, a savoir le déplacement de I'observateur et I'origine du temps. On nomme
référentiel d'observation la donnée d'un repére éventuellement mobile lié & I'observateur et
d'une origine sur la droite décrite par le temps. Dorénavant, je limiterai mon étude au cas des
référentiels galiléens dans lesquels toute particule libre, ne subissant aucune force extérieure,
possede un mouvement percu comme rectiligne uniforme.

La cinématique d'un systéme matériel est |a caractérisation mathématique du mouvement de ce
systéme dans un référentiel d'observation donné. Historiguement, on distingue deux approches
distinctes pour exprimer la cinématique d'un systéme matériel (Figure 2). La description
eulerienne Sappuie sur la connaissance du champ des vitesses instantanées exprimant, en tout
point p de I'espace, la vitesse de la particule occupant la position p. 1l est important de noter que
I'on ignore a priori de quelle particule il Sagit. Cette approche est a privilégier dans I'étude de
I’ écoulement des fluides dont les conditions d'observation ne permettent pas de suivre chague
particule mais plutét de mesurer les vitesses instantanées en tout point de l'espace. La
description lagrangienne Sappuie sur la connaissance des trajectoires particulaires. Cette
approche suppose la possibilité d'identifier chacune des particules a partir d'un état de référence.
L'étude du mouvement d'un systéme matériel cohésif (i.e. un systéme matériel dont deux
particules voisines dans un état de référence demeurent proches au fil du temps) est
naturellement envisageable dans une description lagrangienne.

Ainsi pour une description lagrangienne de la cinématique d'un systéme matériel, chaque
particule constitutive d'un corps matériel est identifiée par un éément ® d'un ensemble Q.
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Pour un corps compact, Q est une partie compacte de R® et une partie finie de N pour un
corps discret. L'entier d correspond a la dimension intrinseque du corps matériel. On débouche
naturellement sur la définition de fonction particulaire de position.

| RxQ—>R?
* { (to) - 1 (o) 0

x (t,») correspond alaposition delaparticule ® al’instant t lors de son mouvement.

Trajectoiredela

particule o Configuration instantanée

Configuration
instantanée

Configuration
de référence

x(t) = ¢ (t.o)

(@) (b)

Figure 2 Descriptions lagrangienne (a) et eulerienne (b) du mouvement.

Le mouvement d'un corps matériel discret est entierement déterminé par le nombre fini de
fonctions de position de ses particules. Par contre, le mouvement d'un corps matériel compact
congtitué d'une infinité de particules ne peut ére appréhendé de la méme maniere. Une
démarche classique en mécanique consiste a réduire I’ ensemble des configurations envisagées
pour le systéme considéré en s appuyant sur |” hypothéese d’ une certaine cohésion interne.

Cette hypothése m’ ameéne a considérer que la configuration d'un corps matériel méme compact
dépend d'un nombre fini de parametres. On appelle coordonnées généralisées (i.e. degrés de
liberté) d'un systéme matériel les n paramétres indépendants et indispensables permettant de
déterminer exactement la configuration du systéme.

u=(u,...,u,)" (1.2

Le vecteur u des coordonnées généralisées permet de déterminer la position de chaque particule
du systeme dans cette configuration. Il n'est pas rare que la configuration d'un systéme matériel
dépende explicitement du temps. Afin de prendre en compte cette dépendance explicite du
temps de fagon naturelle, j'introduis la notion de configuration étendue correspondant a un
vecteur de dimension n+1 défini comme suit :

n=(tu’)' (1.3)
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Pour la commodité des notations, je choisirai le systéme d’ indexation suivant :

=t
o o (1.4)
n =y Vi:l<i<n
L’ espace décrit par les (n+1)-uplets représentant les configurations réellement accessibles par le
systéme est une partie de R™. Cet espace que I'on note U est appelé espace des
configurations étendues.

La configuration d'un systéme matériel doit permettre de déterminer la position de chague
particule congtitutive du systéme. Ainsi La fonction de positionnement ® exprime, a partir
d un descripteur n de laconfiguration du systéme matériel et d’ un identifiant de particule » , la
position dans |’ espace R* de cette particule :

cD:{[UxQ—)R3 (15)
(n,0) = ®(n,0)

3.2 Contraintes supplémentaires

Comme je I'a détaillé dans le paragraphe 2.1, une configuration géométrique du systeme
matériel est caractérisée par un vecteur n del’ espace des configurations étendues U .

Si atout dément n de R™ correspond une configuration géométrique accessible du systéme
(cest-a-dire U=R""), le paramétrage est qualifié de complet. Dans le cas contraire (C est a
dire UCR™), le paramétrage est qualifié d’'incomplet (Figure 3). L’ajout de contraintes
supplémentaires constitue alors une démarche analytique permettant de caractériser |’ espace des
configurations éendues U comme un sous-ensemble strict de R™*.

A Exempl e de paramétrage compl et

Pendule rigide simple : Systéme constitué d’une tige dont une
- y extrémité est fixée en O, contrainte a se déplacer dans le plan yOz

) » | autour del’axe Ox.
N,

1coordonnee généralisée 1, =angle delatige avec I'axe Oy.
Chague reéel n, e R correspond a une configuration accessible par le

A

systeme.
A Exempl e de paramétrage incompl et
Pendule rigide double : systeme constitué de deux tiges dont une
ol _~ des extrémités est fixée en O, contraintes a se déplacer dans le plan
=~ y
yOz autour de |'axe Ox.
n 2 coordonnees genéralisées n,,n, = angles respectifs de chaguetige
—1
avec I'axe Oy.

Tous les couples (n,,m,) € R” ne correspondent & une configuration
accessible par le systéme puisque les tiges ne peuvent s’interpénétrer.

Figure 3 Exemples de paramétrages complet et incomplet.
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Ces contraintes supplémentaires interviennent dans le formalisme lagrangien par le biais de
conditions analytiques imposées aux coordonnées généralisées 1. Les contraintes peuvent étre
répertoriées de plusieurs manieres.

Les contraintes holonomes S expriment sous la forme d’ une éguation implicite des coordonnées
généralisées:
o(m)=0 (1.6)

En présence d’ une contrainte holonome, |’ espace des configurations étendues U est restreint a
une hyper surface de R"* (Figure 4).

. . . A
TIgeS contraintes a
rester en contact
n,-m,=¢
y
N1

¢Mym,)=n,-m;—¢c=0

Ny

Figure 4 Interprétation géométrique d’ une contrainte holonome dans I’ espace des configurations, projeté
de I’ espace des configurations étendues pour t=cte.

Les contraintes unilatérales s expriment sous la forme dune inéquation implicite des
coordonnées généralisees :

¢(m)=0 (1.7

En présence d’ une contrainte unilatérale, I’ espace des configurations étendues U est restreint a
un demi-espace fermé de R™* dont la frontiére est I” hyper surface {ne R™*:¢(n) =0} (Figure
5).
Tiges ne pouvant
s'interpénétrer
c<n,-mn, <2t -cC

(PZ(Tllyle) =n,-m,—(2n -¢)=0

@*,m,) =m, -1, —¢=0
@*(,m,) =M, N, — (2t —¢) <0

N1

@l(ﬂlﬂlz) =n,-n,-¢=0

T'Il’

Figure 5 Interprétation géométrique d’ une contrainte unilatérale dans I’ espace des configurations, projeté
de I’ espace des configurations étendues pour t=cte.
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L es contraintes scléronomes ne dépendent pas explicitement du temps :
9
=0 1.8
ot () (1.8
L es contraintes rhéonomes dépendent explicitement du temps :
99
at (n) (1.9)

En imposant plusieurs contraintes simultanément, I’ espace des configurations étendues U est
déduit de I’intersection des sous-ensembles de R™ correspondant respectivement a chaque
contrainte.

Enfin, Les contraintes cinématiques sont des égquations qui dépendent a la fois des coordonnées
généralisées n et linéairement des taux de variation 1 des coordonnées, communément appelés
vitesses généralisées, qui évoluent dans un espace de méme dimension que U noté U :

a(m)-i=0 (1.10)

On déduit de I'équation (1.10) gu'en présence d'une contrainte cinématique, les vitesses
généralistes n d'une configuration m sont restreintes au plan tangent d’ une hyper surface de
vecteur normal a(n) .

3.3 Cinématique

Puisgue je m'intéresse a |’ étude du mouvement, per¢cu comme une succession de configurations
instantanées représentée par une suite de descripteurs (n'),_, indexée par le temps, je définis la
fonction des configurations étendues comme une courbe paramétrée de I'espace des
configurations étendues U. Cette fonction notée & synthétise I’évolution temporelle des
configurations instantanées.

_ R—->U

a.{ s 60 (1.12)

Muni de cette fonction des configurations, je peux établir une relation simple entre la fonction
particulaire de position définie en (1.1) et lafonction de positionnement (1.5). En effet, on a:

x(tw) =D(e(t),0) (1.12)

S appuyant sur la relation (1.12), je suis en mesure de donner une définition de la vitesse
particulaire a partir de lajacobienne de la fonction de positionnement. Pour cela, on écrit :

U(L(D)z){(t,oa)=aa%(s(t),m)-é(t) (1.13)
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A I'image de la fonction de positionnement, j'introduis une fonction de vitesse qui, a partir
d'une configuration 7, du taux de variation 1 de cette configuration et d’un parametre o
caractérisant une particule, donne la vitesse dans I’ espace R® de cette particule :

UxUxQ — R®

T 1.14
(n,ﬁ.m)l—>®(n,ﬁ,m)=%(n,m)ﬁ (1.14)

Par conséguent, on obtient la relation suivante entre la vitesse particulaire et la fonction de
vitesse:

v(t,m) = d(e(t),é(t),0) (1.15)

Cette démarche originale, qui permet de réaliser une séparation du modéle cinématique, est une
des contributions importantes de Lagrange a |'essor d'une mécanique mathématiquement
formalisée. Dans cette description éoignée des particularités géométriques, on trouve d'un coté
les éléments structurels liés a la nature du systéme matériel tels que la fonction de
positionnement et la fonction de vitesse. De I’ autre coté, on considére le mouvement défini a
partir des fonctions de configuration. Cette séparation me permet d’ exprimer la cinématique du
systéme au sein d’'un mouvement quelconque ¢ (t). Il suffit pour cela de substituer au
mouvement réel £(t) I’ expression du mouvement ¢ (t) , qualifié de mouvement virtuel.

Les mouvements virtuels, notamment les mouvements voisins du mouvement réel, jouent un
role trés important en mécanique lagrangienne: aussi bien dans I’ approche intégrale ou le
principe de moindre action stipule que le mouvement réel réalise un minimum d'une gquantité
caractéristique du systéme parmi un ensemble donné de mouvements virtuels, que dans
I" approche différentielle ou le principe de d’ Alembert repose sur I’ expression des puissances
virtuelles des efforts pour des mouvements virtuels proches du mouvement réel.

3.4 Dynamique

La seconde étape de la modélisation mécanique Sarticule autour de la dynamique du systeme
qui correspond a la caractérisation mathématique des causes de la modification du mouvement.
Ces causes sont alafois représentées par la masse inertielle du systéme et les efforts qui lui sont

appliqués.

Lamasse inertielle exprime lafagon dont est répartie la matiere au sein du systéme matériel. On
la définit par le biais d' une fonction de densité massique p dépendant explicitement du tempst
et del’identifiant particulaire ® € Q.

OxR->R

P :{ 1) po.1) (L.15)
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Leterme p(w,t) équivaut, al’instant t et pour une particule identifiée par o , a:
o lamasse delaparticule dans le cas d’ un systéme matériel discret (Q < N¢).

o ladensité de masse au voisinage de cette particule pour un systéme matériel compact
(QcRY). Ainsi la masse a l'instant t d'un voisinage matériel infinitésma do de la
particule ® est égaea p(w,t)do .

D’autre part les efforts, autres causes de modification du mouvement, peuvent étre classés de
différentes fagons :

o On pale deffort intérieur au systéme matériel lorsque cet effort est issu de
I’interaction de deux corps appartenant au systéme.

o L'effort est extérieur au systeme matériel si le corps responsable de cet effort
n'appartient pas au systéme.

o Les efforts donnés sont des efforts que I'on peut écrire explicitement en fonction des
coordonnées et vitesses généralisées (i.e. configuration cinématique) du systéme
matériel.

O Les efforts de liaison sont des efforts issus de contraintes liant les coordonnées

généralisées et leurs taux de variation, dont on ne dispose pas d'une expression
explicite.

L’ ensemble des efforts donnés peut étre décomposé en :

o un ensemble de forces ponctuelles F'(g(t),£(t)) appliquées a des particules '
(@<i<m).
o desdensités F' (g(t),(t),) d efforts appliqués a des sous-ensembles particulaires QF
du systéme matériel (1<i<m’).
Un effort de densité F'(g(t),0) (resp. un effort ponctuel F'(g(t)) appliqué en o') est
conservatif lorsgue son travail estimé entre deux points ne dépend pas du chemin parcouru pour

joindre ces deux points. On démontre gque cette hypothése est équivalente a I'existence d'un
potentiel réel U :R® - R dont I'effort F(g(t),c0) dérive.

JUR* > R: F (g(t),0) =—grad U (D(e(t),0))

A , (1.17)
( resp. F'((t)) = —grad U (@(e(t).0')) )

Parmi ces efforts conservatifs, on distingue le cas particulier des efforts de gravitation. Ces
efforts induits par la masse dérivent de |'énergie potentielle de gravitation qui Sexprime de la
facon suivante :

U o™= (@ (g(t),m) ) = p (0,t) D(e(t),0) +§ (1.18)
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Le vecteur § est orienté selon la verticale gravitationnelle, sa norme |G| est la constante de
gravitation locale. Cela suppose que le référentiel terrestre local choisi pour I'étude du
mouvement est galiléen : hypothése vérifiée pour des durées d' observations courtes.

Lamasse intervient aussi dans la définition de I’ énergie cinétique, autre quantité caractéristique
de ladynamique d’ un systéme matériel dont I’ expression est donnée par |’ équation (1.19) :

K (t) =%jﬁ p(®,1) % (t,w)*dw =%jﬂp(co,t)Ci)(s(t),é(t),m)zdm (1.19)

Exploitant I’ expression particuliére de la fonction de vitesse (1.14), on modifie la formulation
de I’ énergie cinétique pour aboutir a une expression équivalente.

K(t) = 1:::(t)TM(s,(t)) £(t)
2 . . (1.20)
avec M(s(t))= jﬂp(m,t)a(s(t),mfa(s(t),m)dm

Cette nouvelle expression de |'énergie cinétique rejoint la préoccupation initiale de séparer au
sein de la dynamique les éléments structurels liés a la nature du systeme et le mouvement. Les
éléments structurels sont représentés par la matrice des masses généralisées M et le
mouvement est caractérisé par la fonction de configuration g(t) ainsi que sa dérivée temporelle
£(t) . Fidele a cette démarche de séparation du modéle, on définit la fonction d'énergie
cinétique qui, a partir d'une configuration n et du taux de variation i de cette configuration
exprime I'énergie cinétique du systéme matériel :

UxU—>R
K (1.21)

() >k (17 =27 M(n)i

4 Approche integrale

Jai choisi d'utiliser le terme d'approche intégrale pour désigner cette preuve des équations de
Lagrange, la premiére au sens chronologique, car elle sintéresse a l'aspect global du
mouvement, ce que Euler appelait les causes finales. On commence par introduire la notion de
lagrangien avant de pouvoir énoncer le principe de moindre action. Les équations de Lagrange
sont finalement une conséquence de ce principe fondateur de la mécanique. Je détaille alors le
cheminement des calculs qui permettent d'arriver a cette conclusion.

4.1 Lagrangien

Je commence par rappeler brievement quelques définitions d’ analyse fonctionnelle. Soit E un
espace de dimension quelconque, on définit " (E) I'ensemble des courbes paramétrées y
définies sur I'intervalle [t,,t,] a valeurs dans E. Par abus de notation, I espace des courbes
paramétrées sera noté F(E), sans référence explicite aux bornes de I'intervalle de définition
supposées figées dans | étude.
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On utilise la notation suivante pour désigner un élément de I'(E).

_{[to,tl]—> E
v

oy () (1.22)

Une fonctionnelle de E est une application définie sur I'(E) a valeurs réelles. Par exemple, la
longueur euclidienne d’ une courbe paramétrée y F(R”) est une fonctionnellede R".

1(v) =tj 1+v (t)*dt (1.23)

fo

Comme je|’a mentionné dans le préambule historique, le principe de moindre action repose sur
I"idée selon laquelle le mouvement réel d'un systeme matériel réalise, parmi I'infinité des
mouvements virtuels, un minimum de l'intégrale vis-avis du temps dune quantité
caractéristique. Cette quantité scalaire L(n,ﬁ), fonction des coordonnées et des vitesses
généralisées, porte le nom de lagrangien, en hommage a Joseph Louis Lagrange pour sa
contribution décisive dans I'énoncé définitif du principe moindre action. L’expression du
Lagrangien peut étre justifiée en comparant les équations de Lagrange et la loi fondamentale de
la dynamique, qui sont finalement deux principes équivalents pour décrire le mouvement d' un
point matériel. Pour cette raison, je donnerai la définition du Lagrangien aprés avoir présenté les
équations de Lagrange.

L’ action du lagrangien le long d'un mouvement £ e I'(U) est une fonctionnelle définie par :
L}
S(e)= j L(&(t),£(t)) dt (1.24)
fo

Cette action, qui synthétise le comportement global du systéme matériel sur un intervalle de
temps [to,tl] , figure au centre du principe de moindre action.

4.2 Principe de moindre action

Ce principe, qualifié d équation d’Euler-Lagrange dans certains ouvrages [Dacorogna 1992] a
pour définition :

Le mouvement réel ¢eI'(U) d'un systéme matériel est un minimum local pour I'action du
lagrangien.

S(g) = ‘inf( S(e) (1.25)

£ eV(e)

V(&) est un voisinage de |’ espace I'(U) autour du mouvement réel ¢.

En analogie avec la recherche d extrema dans R" qui s appuie sur I’ étude des racines de la
différentielle, on cherche a déterminer I’ équivalent de la différentielle de I’ action du lagrangien.
Comme |’ espace des mouvements F(U) n'a pas une structure d’espace vectoriel norme, les
regles classiques du calcul différentiel ne peuvent s appliquer aux fonctionnelles. Le calcul des
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variations introduit par Lagrange consiste en une forme dite faible du calcul différentiel [Fox
1987] [Giaquinta 1996]. L’ analogue de la dérivée d’ une fonctionnelle est nommée variation.

Afin de donner |a définition de la variation d’ une fonctionnelle, on construit des suites continues
(e, )., demouvements virtuels convergeant vers le mouvement reel (Figure 6) :

. _{[to,tl]—ﬂU

i . VreR' ou lime (t)=g(t) VteR (1.26)
t—e (t) 0

A
U

t ty R
Figure 6 Famille de mouvements virtuels déduite du mouvement réel.

De chacune de ces familles de mouvements virtuels, on déduit I’ expression de la variation du
mouvement [Bérest 1997] :

55 (1) = im =0 =20 (1.27)
T T

-0

La variation du mouvement 8¢’ (t) déduite d’une suite de mouvements virtuels (;) _,. peut
étre interprétée comme un déplacement infinitésimal autour de g(t) atemps constant (Figure 7).
L'usage de lanotation 8 proposée par Lagrange dans son calcul des variations témoigne de son
souci de clarté en évitant ainsi de confondre la variation du mouvement Sg'(t) et sa
différentielle de(t)/dt, tangente au mouvement al’instant t, que I’ on a dé§ja qualifiée de vitesse
genéralisée.

M
de,
—i(t

& ®

de, (t) & (t)

P
| A B

at

Figure 7 Vitesse généralisée du mouvement vs. variation du mouvement.
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La variation 8 S d'une fonctionnelle S est obtenue par passage a la limite des vaeurs de
(S(e: (1)) - S(e(t))) /= pour les mouvements virtuels construits en (1.26). De fagon synthétique,
on peut écrire

) S(g* ) =lim 8(8: (t)) B S(S(t))

-0 T

(1.28)

L’ expression de la variation de I’ action du lagrangien m’améne a donner un nouvel énoncé du
principe de moindre action, communément appelé forme faible de I’équation d’Euler-
Lagrange :

Le mouvement réel £ '(U) d'un systéme matériel est tel que sa variation 5S(z ) est nulle
pour toute famille de mouvements virtuels (e, )., Stisfaisant lacondition (1.26).

*

V(e,) .. e €V(g) VT eR"

S(¢')=0

(1.29)

4.3 Equations de Lagrange

Laforme faible du principe de moindre action constitue le point de départ de la construction des
éguations de Lagrange. Je vais présenter maintenant les différentes étapes du développement
théorique qui permettent de déboucher sur la forme classique de ces équations. Pour cela, on
commence par expliciter |’ expression de la variation de I’ action du lagrangien (1.24).

]1 . (2. (0.2 (1)) - L(e(t). (1)) i

. T NCRICH S 0-i0 . )
—thj (2(0).£0) lim=—— n((t) £(0)lim—————dt
Puisgue les variables t et t sont indépendantes, on alarelation suivante :
£,0)-&@)  dfe®M-g®) d e -5t d_.
S IHodt[r—J aim o g ® (33D

Ainsi, I"équation (1.30) devient

65(8*)=Zn:{tjs_;(a(t),s(t))ssf(t)dt+:1 ;n ) 58 (t)dt} (1.32)

i=1 |t
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Aprésintégration par parties du deuxiéme terme apparaissant dans la somme, on obtient :

. js_;(g(t),é(t))&f(t)dt
P=2, :d oL
| [ (500 s(t))Jss:(t)dt .

dt | on,
t
L

On considére de plus que les mouvements de la famille (& )., APpartenant au voisinage V (s)
de £ sont coincidentsen t, et t; :

A

VT eR" g (t,)=¢(t,), & (t)=¢() = 8¢ (t,)=5¢ (t)=0
Ainsi [8—5(5 (,1),& (r,t))Ssi*(t)] =0 1<i<n (139
on,

fo
On obtient alors I’ expression suivante de la variation de |’ action du lagrangien :

d&L

5S(g’) = IZ( ((t),£(t)) (a(t) a(t))}é‘)gf(t)dt (1.35)

Laforme faible du principe de moindre action (1.29) me permet d’ écrire I’ égalité suivante :

jZ( &(t),£(t) ———(s(t) s(t))}ssi*(t)dtzo (1.36)

t0|l

L’ égalité (1.36) est valide pour une variation quelconque du mouvement (i.e. pour une famille
quelcongue de mouvements virtuels). Elle est donc aussi valide pour les n variations unitaires
du mouvement, déduites des n familles (a:j)T€R+ (A< j<n) de mouvements, dont les
coordonnées sont toutes nulles sauf une (1.37).

o et] > U . _
g’ .. VreR" pour 1<j<n
O —>e’(t) (1.37)
avec Vtelt,t]: e () =5,

L’ utilisation de ces n variations permet d’ aboutir a un systeme de n égquations que I’ on
nomme équations de Lagrange :

dE)L

on L (e(0).60)) ( e(t),£())=0  1<i<n (1.38)
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Dans la littérature contemporaine [Germain 1986] [Arnold 1989] [Cakin 1996], il est plus
courant de trouver cette expression équival ente des équations de Lagrange :
do
dt on,

(s(t),é(t))—%(s(t),é(t)) 0 1<i<n (1.39)

4.4 Expression du lagrangien

Il est temps maintenant de donner la définition du lagrangien. Pour cela, il faut considérer le
formalisme lagrangien comme une extension de la mécanique a I'éude du mouvement de
systémes matériels autres que des points matériels. Ainsi, les éguations de Lagrange doivent étre
équivalentes a la loi fondamentale de la dynamique dans le cas d'un systéme matériel réduit a
un point.

Je commence par rappeler la définition de la loi fondamentale de la dynamique qui conditionne
I” évolution d'un point matériel de masse m, de vitesse x(t) soumisauneforce F(x):

%(mk(t)) =F(x(t)) (1.40)
L’ équation (1.40) est équival ente & un systéme de 3 équations scalaires.
d, . .
E(mx (t))=F (x(t)) 1<i<3 (2.4

Si I'on considére que la force F(x) dérive d'un potentiel U et que I'on se remémore la
définition de la fonction d’énergie cinétique (1.21), on obtient une nouvelle formulation du
systéme d’ éguations de (1.41).

d ox

i ouU .
Ea_x(x(t)'x(t)) = _G_)Q(X(t)) 1<i<3 (1.42)

Puisgue I’ énergie potentielle U ne dépend pas explicitement de la vitesse de la particule et que
I énergie cinétique quant a elle est uniquement fonction de la vitesse,

Z%(x(t))zo et 2—:(x(t),5;(t))=o 1<i<3 (1.43)

on débouche sur I’ expression suivante:

d o . 0 . .
Ea_sq( K (x(),%(1)) - U (x(t)) )_&( K (x(®).%(1)-U(x(1) )=0 1<i<3 (1.44)

Conformément a I'équation (1.39), le lagrangien d'un point matériel soumis a des efforts
conservatifs dérivant d’'un potentiel U correspond a la différence de I'énergie cinétique
K (x(t),x(t)) et del énergie potentielle U (x(t)).
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En exploitant la propriété d additivité particulaire des fonctions d'énergie cinétique
K (x(t),x(t)) et potentielle U (x(t)) (cest adire que I’énergie totale d un ensemble quelconque
de particules est la somme des énergies de chaque particule), le lagrangien d’'un systeme
matériel quelconque est défini a partir de la différence de sa fonction d’ énergie cinétique et de
safonction d’ énergie potentielle.

~ ~ 1.

L(n,n)=x(n,1)-U(n) =§nTM(n)ﬁ—U (m) (1.45)

Le lagrangien ne correspond pas a |'énergie totale du systéme puisque pour des efforts
conservatifs cette quantité est constante. Le lagrangien doit plut6t étre percu comme une mesure
des échanges entre énergie potentielle et énergie cinétique. De cette maniére, le principe de
moindre action postule que le mouvement réel est le mouvement qui tend a minimiser les
transferts d’ énergie au sein du systéme matériel.

En substituant I’ expression du lagrangien proposée en (1.45) dans I’ équation (1.39), on obtient
une formulation des équations de Lagrange conforme a celle couramment utilisée [Germain
1986].
d ok oK ou .
———(&(t),e(t))———(&(t),e(t) ) =———(e(t 1<i<n 1.46
o C0E0) = T(50.60) = =T =(=(0) (1.46)

Cette premiére justification des équations de Lagrange est restreinte au cas du mouvement de
systémes matériels soumis a des efforts conservatifs qui apparaissent dans le formalisme
lagrangien par le biais du potentiel dont ils dérivent. Cette restriction sera levée gréce a la
deuxiéme justification des équations de L agrange présentée dans |a section suivante.

5 Approche différentielle

Dans cette partie, je propose une deuxieme justification des équations de Lagrange fidéle a celle
présentée dans la Mécanique Analytique publiée en 1788. Je qualifie cette approche de
différentielle car on privilégie ici une étude locale en temps du mouvement, cherchant a en
déterminer les variations infinitésimales. La notion de vitesse virtuelle ayant atteint sa maturité,
I'énoncé du principe des puissances virtuelles Simpose comme principe fondateur et constitue
le nouveau point de départ de la construction des équations de Lagrange. Ce principe énonceé
dans le cadre de la statique fut étendu au cas de la dynamique gréce a la contribution de
d'Alembert.

5.1 Mouvements virtuels

On considere le mouvement € € I'(U) comme le mouvement réel du systeme matériel, décrivant
I” évolution de la configuration géométrique de celui-ci. Au sein de |’ espace des configurations
étendues U, on peut construire une infinité de mouvements autres que &, représentant tous des
évolutions géométriques accessibles du systeme matériel compatibles avec le paramétrage
choisi. Ces mouvements que j'ai déja introduits pour les besoins de I’ approche intégrale sont
appelés mouvements virtuels compatibles.
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Puisque I'on focalise I étude du mouvement du systéme matériel a un instant donné t', on
s intéresse plus particuliérement a une sous famille de mouvements virtuels & définis comme
suit :

avec £ (1) =&(t) (1.47)

. R—->U
t> e (t)

Ces mouvements sont appelés les mouvements virtuels coincidents en t' (i.e. coincidant a
I"instant t' avec le mouvement réel). De tels mouvements ont la particularité de conférer au
systéme matériel une configuration identique a celle fournie par le mouvement réel a I’ instant
donnét’.

Tous ces mouvements étant confondus en t’, |a seule caractéristique qui les distingue localement
réside dans leur cinématique, ¢ est adire I’alure de leurs dérivées temporelles & (t") al’instant
t'. Ainsi, on introduit de nouvelles familles de mouvements virtuels dont la cinématique vérifie
certaines conditions. Parmi ces familles, on distingue n classes d'équivalence (£'). i<n
distinctes de mouvements virtuels dont les éléments ont des évolutions locales identiques
remarquables (1.48). On choisit arbitrairement dans chagque famille £' un représentant
¢’ (1< j <n) qui constituent les n mouvements figés d’entrainement.

Ve €€l g (t)=¢(t) et & (t)=5, pour 1< j<n (1.48)

Localement, les mouvements virtuels figés d’ entrainement évoluent respectivement le long
d' une seule coordonnée généralisée m,, et ce a vitesse unitaire. Par la suite, bien que I’on
sintéresse a I'évolution du mouvement a I'instant t', on utilisera la lettre t pour désigner
I'instant d’' étude afin de ne pas aourdir |es notations

5.2 Vitesse et puissance virtuelles

La vitesse virtuelle V' d une particule ® dans un mouvement virtuel & coincident est déduite
de la substitution de la vitesse généralisée £(t) par la vitesse virtuelle généralisée £ (t) dans
I’ expression de la fonction de vitesse, et ce atempsfixe (i.e. €,(t) =0).

V(0)=E 0 0.0) =X o6 0.0 0= S @000 (149

i T]| i=1 T]i

La puissance virtuelle P"" d'un effort F dans un mouvement virtuel & est un nombre scalaire
obtenu par produit scalaire du vecteur d'effort avec la vitesse virtuelle v (t,0) du point
d'application identifié par o .
Pour un effort ponctuel F(n,n) dont le point d'application est identifié par » , ona:

P =F(e(t), (t))+V (t,0)

=S FE.E (t»-{ .0 (t)}

(1.50)
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On définit alors la puissance virtuelle P comme une fonction des coordonnées généralisées n
et de leurs taux de variation réels 3 et virtuels 7 .

P i) = > QA

(1.51)
avec Q(n.)= - (n,)
Pour un champ de forces F(n,n,0) de domaine d'application Q" , ona:
pF =JQFF(£(t),é* (), )V (t,®) dw
(1.52)

) ZI F(e(t). (t),m)-{g—i(a(t),m) a‘;(t)}d@

Tout comme en (1.51), on modifie I’ expression de la puissance virtuelle de la maniére suivante.

n

(mAaq) Z ()1,

(153)

avec Q(n.)=|,

Le vecteur Q(n,n) composé des ntermes Q (n,1) est communément appel é vecteur des forces
généralisées appliquées au systéme matériel.

Dans le cas particulier d' efforts conservatifs, on a une expression particuliére du vecteur des
forces généralisées. On suppose I’ existence d’ un potentiel réel dont le champ de force dérive.

JU R’ > R: F(n,0)=-grad U (®(n,0)) (1.54)

En introduisant une quantité U qui dépend explicitement de la configuration cinématique du
systéme (coordonnees et vitesses généralisees),

. |[UxQ—->R
U :{ < (1.55)
(M,0) »U(n,0)=U(0PM0))
I’ expression de la puissance virtuelle pour cette densité d’ efforts particuliere devient :
pF . g—u ((I)(g(t) (0)) vV (t,0)do
_Z{ QF— (D(e(t), )) }s (t) (1.56)

zz{ QF%nU(s(t) m)d(z)}s ®)
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En définitive, on trouve :

PrAR) =0T ae Q=] 7> (no)d| (157

5.3 Principe des puissances virtuelles

Maintenant que j'ai donné la définition de la puissance virtuelle, je suis en mesure d’ énoncer le
premier principe des puissances virtuelles. Ce principe qui consiste en une équation bilan
n'est valide que dans le cadre de la statique.

Principe statique

Dans un référentiel galiléen, la somme des puissances virtuelles des efforts appliqués a un
systéme matériel au repos est identiquement nulle. Ou de fagon plus synthétique :

P¥=0 (1.58)

ou le vecteur F est larésultante de |’ ensembl e des forces appliquées au systéme.

5.4 Principe de d’Alembert

L’ apport de d’ Alembert consiste en |’ extension du principe statique des puissances virtuelles a
la dynamique. Il introduit pour cela la notion de quantité d’ accélération qui intervient dans son
principe par le biais de sa puissance virtuelle définie en (1.59).

Pt

IQ%( p(@,)V(t,®) )-V (t,®)do

(1.59)
=3 ], S pO09E0.60.0) ).{ o0

n
i=0

(e(t),0) & (t)}d(D

En utilisant |es notations introduites pour exprimer les puissances virtuelles des efforts, on a:

n
P’(,a,0) =) R
i=1

o (1.60)

on,

(n,0)do

avee R (i) = [, < pOn)Ei0) )

le principe de d’ Alembert devient alors :

Principe dynamique

Dans un référentiel galiléen, la puissance virtuelle de I'ensemble des efforts appliqués au
systeme est égale ala puissance virtuelle des quantités d’ accél ération de celui-ci. Cet énoncé est
résumé par I’ équation (1.61).

P =pF (1.61)
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5.5 Equations de Lagrange

Le principe de d'Alembert constitue un autre principe fondateur dont la nature est trés différente
du principe de moindre action. Mais il apparait clairement que le champ dapplication du
principe de d'Alembert est plus vaste que celui du principe de moindre action dans la mesure ou
les efforts, caractérisés par leurs puissances virtuelles, sont tout a fait quelconques
(contrairement au principe de moindre action, qui ne prend en compte que des efforts
conservatifs). Ce point fut sirement crucial dans la décision de Lagrange d'adopter le principe
de d'Alembert comme principe fondateur de la mécanique analytique. Je vais maintenant
justifier I'équivalence du principe de d'Alembert avec les équations de Lagrange. Je commence
par rappeler la définition de lafonction énergie cinétique.

K (£(t),6(1) = j p(@,) D(s(t),£(t),0)*dw (1.62)

Aing,

;‘fh (2(t),£(1) = a‘i (% IQp((o,t)(cf)(S(t),é(t),m))zdoo}

(1.63)
ol e
En exploitant la définition de lafonction de vitesse (1.14), on obtient :
X (s(t),6)) = [P DO(E®).60).0 (1.64)
o '

Puis, en dérivant I" équation (1.64) par rapport au temps, on débouche sur I’ expression suivante :

d ok
dt o

- (0.£0) = j S (PO .DPEO.£(), m))

) on (1.65)
+IQ p(o,t)D((t),s(t),) -aa—n(s(t),m)dm

Le premier terme intégral du membre de droite est constitué de la force généralisée
P'"(g(t),&(t)) issue de la puissance virtuelle des quantités d'accél ération (1.59).

On s'intéresse maintenant au deuxiéme terme intégral de I’ équation (1.65). Pour en modifier
I’ expression, j’ai besoin d’ utiliser le lemme suivant (démontré en bas de page?®).

%Sﬁ( ®), )_—(a(t) £(1),0) (1.66)

3d6q)
ot on —(&(t),0) = Z

(8(0,0))8'1-(0: 5 af(ﬁ(t) 0)E; (t)—*(S(t) £(t),0)

i j=1

m;on;
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L’ équation devient alors, grace al’ égalité (1.65) et le lemme (1.66) :

G (E0.40) =R (20.60)
(1.67)
+[,p
Maisletermeintégral del’ éguation (1.67) satisfait une autre égalité. En effet,
—(s(t) é0) = p (1.68)
Les éguations (1.67) et (1.68) m’amenent a écrire :
. . d ok : 0 i
P (e(t).£(t)) = Ea—ﬁi(s(t),a(t)) —a—;(s(t),s(t)) (1.69)
La puissance virtuelle P (g(t),£(t)) des quantités d’ accélération devient alors:
d 61( .
P™ (e(t), (1)) = Z{ )= T(S(t) a(t))}si (t) (1.70)

Conformément au principe de dAlembert (1.61) et en utilisant les vitesses virtuelles
généralisées des n mouvements figés d’ entrainement, on obtient les n équations de Lagrange.

d ok
dt8

((t),& (t))—T(s(t) &) =Q (e().£(t)) 1<i<n (1.71)

5.6 Prise en compte des contraintes

Dans le formalisme lagrangien, les contraintes peuvent étre incorporées naturellement aux
éguations (1.71) par le biais de la puissance virtuelle des efforts nécessaires a leur maintien. Je
limite délibérément mon étude a la réalisation des contraintes holonomes, cinématiques et
unilatérales. En effet, la prise en compte des contraintes constitue un vaste sujet qui requiert
slirement autant de pages que celles déja consacrées aux équations de Lagrange. Pour rester
fidéle ala démarche adoptée dans cette étude bibliographique, ce paragraphe a pour vocation de
donner une interprétation géométrique et si possible intuitive de I’ expression des contraintes en
formalisme lagrangien.

5.6.1 Contraintes holonomes

Soit une contrainte holonome de laforme:

o(m)=0 (1.72)
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Tout mouvement virtuel compatible € (t) coincident avec le mouvement réel g(t) vérifie les
égalités suivantes :

2 (e))e; =0 w73)

. de .\ %
¢(e (1)=0 = ot (e (1) = 2o,

L’equation (1.73) est une relation d’ orthogonalite entre e vecteur 0, €t les vitesses virtuelles
généralisées ¢ (t) des mouvements compatibles avec la contrainte holonome (1.72). Par
conséquent, ces vitesses virtuelles généralisées appartiennent toutes a | hyperplan de normale

0,0 (Figure$8).
A /

U ={neR*:0(m)=n; +n; =0}

M1

Figure 8 Interprétation géométrique de |’ orthogonalité au plan tangent de I hyper surface issue d'une
contrainte holonome dans |’ espace des configurations, projeté de I’ espace des configurations étendues
pour t=cte.

D’autre part puisque les liaisons sont considérées comme parfaites, elles respectent la loi de
comportement des liaisons parfaites [Germain 1986] qui stipule que la puissance virtuelle des
efforts issus de ces contraintes est positive ou nulle.

>Q e 00 w74

Le vecteur Q° est le vecteur des forces généralisées garantissant la réalisation de la contrainte
holonome ¢ . L’inégalité (1.74) est vérifiée pour tout mouvement virtuel. Ainsi, si I'on
considére deux mouvements virtuels compatibles dont les vitesses virtuelles généralisées sont
opposées dans I hyperplan tangent, on arrive ala conclusion suivante :

3O (E(0)s] (=0 @s)
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Les équations (1.73) et (1.75) permettent de déduire :

X g w QLE
on (1.76)
VE eT,,(U°) ol U’ ={neU:p(n)=0}

oul’ensemble T, (U?) correspond al’espace tangent au sous-espace U’ en &(t) .

D’un point de vue géométrique (Figure 8), une contrainte scalaire portant sur les coordonnées
généralisées 1 est une équation implicite, au sens de la géométrie différentielle. Elle restreint
donc I’ évolution des configurations a une hyper surface de dimension (n + 1) —1=n del’espace
des configurations étendues U . L’ espace tangent T, (U?) al'hyper surface U en &(t) est de
dimension n aussi et a naturellement pour vecteur normal, le vecteur 0,¢ .

" espace orthogonal a T, (U”) est appelé | espace cotangent au sous-espace U* en g(t) . On

le note coT,,,(U?) . Les espaces tangent et cotangent en g(t) étant supplémentaires,

R““:sz (U?) ®coT,, (U?) (L.77)

on alarelation suivante entre les dimensions de chague espace :

dim coT

.o (U°)=dimR™ —dim T, (U*)=(n+1)-n=1 (1.78)

L’ espace cotangent coT,,, (U”) en g(t) associé al’hyper surface U® est donc de dimension 1,
réduit a une droite vectorielle. Par conséquent, tous les vecteurs de coT,,, (U?) sont colinéaires.
En s appuyant sur (1.76), on a:

%‘P(s(t)),qw (£(t) €COT,(, (U") = Fn()cR: Q° (s(t))zx(t)g—(ﬁ(s(t)) (1.79)

5.6.2 Contraintes cinématiques

Soit une contrainte cinématique de laforme::
y(n,n)=a(m)-n=0 (1.80)

Tout mouvement virtuel compatible ¢ (t) coincident avec le mouvement réel g(t) vérifie aussi
I’ égalité (1.80).

v (e ()& (1) =a( (1)-& (t) =a(e(t)- (1) =0 (1.81)

L’ équation (1.81) est, tout comme I’ équation (1.73), une relation d’ orthogonalité contraignant
les vitesses virtuelles généralisées ¢ (t) a appartenir & un hyperplan I1(g(t)) de normale

a(e(t)) .
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En supposant les liaisons parfaites et en considérant des vitesses virtuelles généralisées
opposées dans IT(&(t) ), on obtient la deuxieme égalité suivante,

>0 (=) () =0 182

Les équations (1.81) et (1.82) permettent de déduire :

alé o Q°LéE Ve ell(g(t)) (1.83)

En reproduisant le raisonnement utilise pour les contraintes holonomes, on aboutit a une
conclusion similaire, a savoir :

a(e(t)), Q% (e(t)) ecoT,,,(U?) = 3n(t) eR:Q” (&(t)) =Ar(t)a(s(t)) (1.84)

5.6.3 Contraintes unilatérales

Soit une contrainte unilatérale de laforme
o(n)=0 (1.85)

En suivante la démarche utilisée dans (1.73), I’équation (1.85) permet de déduire la relation
suivante :

0@ )20 = S26 1) =X 2L 60)s 00 (1.86)

i=1 ON;

On restreint alors I'ensemble des mouvements virtuels considérés aux mouvements qui
garantissent la positivité de I’inéguation (1.86). A partir de ce moment, deux cas de figure se
présentent :

D’une part, la contrainte n’est pas réalisée (i.e. ¢ (¢ (t)) > 0). Toutes les évolution cinématiques
sont donc envisageables et conformément alaloi de comportement des liaisons parfaites (1.75),
on alarelation suivante :

D QP (e)E () =0 V& eR™ = Q° L& Vi eR™ (1.87)
i=1

Les efforts Q' (g(t)) relatifs a cette contrainte sont donc identiquement nuls. D’ autre part, la
contrainte est réalisée (i.e. (g (t)) =0). Pour prévenir la violation de la contrainte, les vitesses
virtuelles généralisées évoluent dans un des deux demi-espaces de U ddimités par |’ espace
T, (U?) tangent au sous-espace U’ en (t) . Le vecteur 0,¢(e(t)) est un vecteur normal a
T.»(U?). Ainsi, si I’on considére la décomposition d’ une vitesse virtuelle genéralisee £ (t) en
une composante tangentielle £ (t)' et une composante normale ¢ (t)* (Figure9), ona:

Fyt)eR: & ()" =y (t)%p(s(t)) (1.88)
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Figure 9 Décomposition du vecteur de vitesse généralisée.

Conformément al’ équation (1.86), on a:
A O CORGIOREORECD) -{v (t)%(s(t»} >0 (189)

Par conséquent, le scalaire y (t) doit étre positif (Figure 10).

D’ autre part, puisque les liaisons sont considérées comme parfaites, la puissance virtuelle des
efforts issus des contraintes est positive ou nulle.

30 () (020 (190)

Si I’on considere des vitesses virtuelles genéralisees appartenant a I’ espace tangent T, (U?)
(i.e. tellesque y (t) = 0) de directions opposées, on arrive ala conclusion suivante :

> (e)E () =0 (1.91)
i=1
Comme pour les contraintes holonomes, on afinalement :

D g1 e QL
on (2.92)

Vé*"eTg(t)(U¢) ou U‘Pz{neUi(P(ﬂ)=0}

oul'ensemble T

« (U?) correspond al’espace tangent au sous-espace U” en &(t) .
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U ={neR?:p(m)=n; +n; =0}

N1

Figure 10 Interprétation géométrique de I’ orientation des vitesses généralisées vis avis du plan tangent de
I” hyper surface issue d’ une contrainte holonome.

Puisque I’ espace cotangent coT,,, (U”) est de dimension 1, on deduit que:

%p(s(t)),Q‘”(s(t))ecoTs(t)(W) — TA() cR:Q° (a(t))zk(t)%p(s(t)) (1.93)

En exploitant |a relation de colinéarité de (1.93), on donne une nouvelle expression alaloi de
comportement des liaisons parfaites pour une vitesse virtuelle généralisée & (t)" définie en
(1.88):

Q° (e(t))+£ ()" = (X(t)f}—:’;(a(t))}(y (t)z—‘ﬁ(a(t))J >0 = A(t)>0 (199

Imposant au coefficient scalaire A (t) d étre positif pour une contrainte unilatérale réalisée.

5.6.4 Multiplicateurs de Lagrange

En conclusion, pour un ensemble de ¢, contraintes holonomes, c, contraintes cinématiques et
¢, contraintes unilatérales, la puissance virtuelle des efforts visant a garantir le maintien de ces
contraintes est de laforme :

P*Iiaisons (t) — iqlidmns (S(t))S: (t)
T e (1.95)
avec Q™ (g(t))= > A, (t)L; (e(t))

j=1
Chague 2;(t) est une nouvelle inconnue scalaire associee a la contrainte j, communement
appelé multiplicateur de Lagrange.

L; (a(t)) est la puissance virtuelle unitaire (i.e. A;(t)=1) induite par la contrainte j dans un
mouvement figé d entrainement £ (t). Le vecteur L, peut ére percu comme la force
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generalisée issue de la contrainte j pour une réponse unitaire. A noter que le terme L (e(t) .
mal gré sa notation ambigué, n’arien avoir avec le lagrangien du systéme matériel.

j _
L; (e(t) = Zi(s(t)) pour une contrainte holonome (ou unilatérale réalisée) ¢’ (n).
n

L, (e(t))=a' (&(t)) pour une contrainte cinématique y ' (n, M) =a’ (n)+7q.

Ainsi, le mouvement €(t) d un systéme matériel conditionné par j contraintes et soumis a des
efforts caractérisés par leur vecteur Q des forces généralisées est régi par les équations de
Lagrange ci-dessous :

d ok ) oK ) . < .
Eaﬁi (s(t),a(t))—a—m(a(t),s(t)) =Q (&(t),&(t))+ ;xi (t)L; (e()) 1<i<n
@' (e(t) =0 1<j<g (1.96)
al (g(t))-£(t)=0 c+1<j<g+c,
o' (g(t))>0 C+C +1<j<g+C,+C

6 Petit guide a I'attention de I'informaticien

En guise de conclusion, je souhaite d’abord justifier I'intérét de I’ utilisation des équations de
Lagrange pour I’ animation dynamiqgue. Puis, avec la méme volonté de « vulgarisation », je trace
les grandes lignes de la modélisation lagrangienne avec une optique dimplantation
informatique. Je termine ce chapitre en introduisant une formulation équivalente des équations
de Lagrange plus couramment utilisée au sein de la communauté de I’ animation.

6.1 Quelques bonnes raisons pour privilégier le formalisme
lagrangien

6.1.1 Généricité

Un des avantages du formalisme lagrangien réside dans sa généricité. En effet, I’ équation de
Newton (i.e. laloi fondamentale de la dynamique) se limite a décrire le mouvement d’un point
matériel. Par extension, I’ éguation de Newton-Euler conditionne I’ évolution des solides rigides
seulement. Les équations de Lagrange permettent de décrire le mouvement d’ une grande variété
de systemes englobant les points matériels ainsi que les corps rigides. Comme je le détaillerai
apres, il suffit d' ére en mesure d exprimer la fonction d énergie cinétique d un systeme
matériel pour déduire les équations qui régissent son évolution, et ce grace a la démarche
lagrangienne. L’'impact informatique d’une telle particularité est loin d' étre négligeable. En
effet, le choix de ce formalisme pour la réalisation d’ un moteur d’ animation dynamique permet
d’ envisager une plate-forme logicielle commune et extrémement modulaire [Baraff 1996] pour
I’ animation dynamique d’ objets de natures tres diverses.
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6.1.2 Prise en compte naturelle des liaisons

Un autre avantage remarquable du formalisme lagrangien vient de la prise en compte naturelle
des liaisons au sein du systéme. Alors que le formalisme newtonien décrit les mouvements
individuels des constituants d’un systeme en imposant des contraintes a posteriori pour
représenter les liaisons, le formalisme lagrangien s appuie sur le jeu de paramétres le plus
pertinent (vecteur des coordonnées généralisées) pour décrire |’ évolution globale du systéme. A
noter que les parametres choisis ne correspondent pas forcément a des coordonnées spatiales.
Ainsi, les coordonnées généralisées peuvent représenter un angle de rotation ou bien un
paramétre identifiant un point d’une courbe paramétrée sur laquelle le corps est contraint a se
déplacer. Ici encore I'impact informatique est significatif. En optant pour le formalisme
lagrangien, I’évolution du systeme matériel est caractérisé par le plus petit jeu de variables
indépendantes que I’on puisse choisir. Par conséquent, le nombre d’inconnues ainsi que le
nombre d’ éguations a résoudre se trouvent étre minimaux permettant de réduire la quantité de
mémoire nécessaire mais surtout d’ accroitre la rapidité de calcul des animations.

6.2 Mise en ceuvre informatique

Une préoccupation majeure de I'animateur dans le passage de la théorie physique a
I’implantation informatique est de cerner les données nécessaires et suffisantes pour décrire un
systéme matériel. Dans le formalisme lagrangien, |’ énergie cinétique est un éément central qui
joue un réle majeur dans I’expression des équations de Lagrange. Afin d’'étre en mesure
d'exprimer |'énergie cinétiqgue d'un systéme donné, on doit disposer d'un minimum
d’informations sur ses propriétés structurelles qui sont rassemblées dans ce que je qudifie de
forme cinématique. Une forme cinématique est composée des éléments suivants :

e Ladimension cinématique n correspond ala dimension de I’ espace des configurations
étendues U (i.e. au nombre de degrés de liberté) du systeme.

e L’espace maximal d’identification particulaire Q (Qc Z" pour un corps discret et
QcRR? pour un corps compact) renseigne sur la répartition interne des particules ainsi
gue sur ladimension intrinséque d du systeme.

e La fonction de positionnement ® exprime, a partir d'un descripteur neU de la
configuration du systéme matériel et d’'un identifiant de particule w € Q, donne la
position dans |’ espace R® de cette particule :

O {U il (1.97)
(no) > ®(n,0)

Un implantation informatique des concepts lagrangiens doit et peut se contenter de
I’explicitation de la forme cinématique des systémes qu’'elle est amenée a coder. En effet, a
partir de la forme cinématique d’ un systéme matériel, je suis en mesure de donner |’ expression
de son énergie cinétique en s appuyant sur la définition suivante :

2@ 10)" 2 () do (1.98)

KA = ST i aves M(n)= [ 0.0 (o)
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De méme, le coordonnées Q (m,m) vecteur des forces généralisées se déduit naturellement de la
forme cinématique et des champs des forces donnés gréce aux relations suivantes :

> R3.

Q)=

@) pour un effort F(n,n) appliquéen @ .

Q(nvﬁ) =

Qmmn) = ﬂ(n »)de pour une énergie potentielle U :UxQ" - R.
om;

6.3 Formulation équivalente des équations de Lagrange

A partir de I’ expression particuliere de I’ énergie cinétique (1.98), on se propose de donner une
formulation équivalente des égquations de L agrange ci-dessous

%8—"(80) (t))_T(s(t) £(1)=Q (s(t),é(t))+ikj(t>t,-i(s(t)) 1<i<n (199

6.3.1 Equations de Lagrange
On s'intéresse d’ abord a modifier le membre de gauche de I’ équation (1.99). Ainsi, on écrit :

%(a(t),é(t)) =M, (2(t))é(t) (1.100)

Aprés dérivation par rapport au temps,

%%(s(t),é(t))z NCO) s(t){zs (t)

s(t)):lé(t) (1.101)

D’ autre part,
s (2().2() = —S(t) (S(t)) &(t) (1.102)
on, ’ on; '

Pour alléger |es notations, on choisit d'introduire deux nouveaux termes A' (g(t)) et B' (g(t)) .
B'(g(1),A'(e(t) eM n+1(R)

oM j (1.103)
on (s() . A]k((t))_ on, “(&(t)) = B (e(t))

By (s(1) =

De cette maniére, le terme de gauche de I’ équation (1.99) devient, en utilisant les matrices
définiesen (1.103) :

%%(s(t),g(t))—s—;(s(t),s(t)) =M (e(t))€(t) + ()" {A‘ (&) —%B‘ (s(t))}é(t) (1.104)
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On définit le vecteur In(n,n) comme étant le vecteur des forces généralisées d’inertie,

~

In(n,7) e R™: In(m,7) =7' [A‘ (m) —%B‘ (n)}ﬁ 1<i<n (1.105)

le vecteur E(n,n) correspond au vecteur des forces généralisées totales appliquées au systéme
matériel.

E(n,n) =Q(n,n) - In(n,n) (1.106)
Par conséquent, les égquations de Lagrange sont équivalentes au systéme différentiel suivant :
M (&(t))&(t) = E(e(t), &(t)) + L™ ((t))" A(t) (1.107)

6.3.2 Equations des contraintes

Mais le systeme différentiel (1.107) contient plus d'inconnues que d’équations. En effet les
multiplicateurs de Lagrange issus des contraintes imposées au systéme viennent s gjouter aux
inconnues que constituent les coordonnées généralisées. Afin d'injecter de nouvelles équations
au systéme (1.107), on introduit les dérivées des équations de contrainte. Plus précisément, on
dérive chague équation afin de faire apparaitre dans leur expression le vecteur des accélérations
généralisées &(t) .

L™ (g(t))£(t) + D(e(t),£(t))=0 (1.108)

La matrice L(z(t)) est composée des termes L (&(t)), puissances virtuelles unitaires des
efforts de maintien des contraintes. L’ expression du terme D(s(t),é(t)) varie selon la facon
dont sont gérées les contraintes. Je détaille par la suite plusieurs stratégies de gestion des
contraintes ainsi que I" expression du terme D (&(t), £(t)) associé.

En rassemblant les équations (1.107) et (1.108), on débouche sur un systeme complet
d’équations différentielles qui consiste en une forme aternative équivalente des équations de
Lagrange et des équations de contraintes.

M" (e(t)) -L' (£(t))' }F(t)} _ {E(a(t)’é(t))} (1.109)

-7 (2(t)) 0 A0 | | D(e),4(1)

Je reviens maintenant a I’expression du terme D(s(t),i-:(t)) figurant dans les équations de
contraintes. Je signale au lecteur qu'une étude détaillée de ce probleme a été réalisée par
Y annick Remion pour les besoins de son habilitation a diriger des recherches [Remion 2000]. Je
me contente donc de donner les grandes lignes du développement renvoyant au travail
précédemment cité pour de plus amples détails.
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Dans une logique théorique, le formalisme lagrangien garantit que les contraintes sont réalisées
en tout instant. Par conséquent les équations de contraintes et leurs dérivées successives sont
identiquement nulles.

dt“; (s(t)=0 et a(oc (&(t))-£(t)) =0 (1.110)
Dans ce cas, leterme D(&(t),(t)) équivaut a:
D(&(t),&(t)) = (1) %(a(t))T &(t) (1.111)

Mais le raisonnement précédent n’est en fait valide que dans une optique de résolution formelle
des équations de Lagrange. Lors d'une résolution numérique avec un échantillonnage de
I"échelle du temps, les paramétres cinématiques ont des évolutions qui approximent leurs
évolutions réelles, induisant une dérive dans la résolution des contraintes. Baumgarte
[Baumgarte 1972] propose une solution pour contrecarrer ce probléme de dérive en gjoutant des
termes correcteurs pondérées par des scalaires y,,y,,y, (1.112).

d%o" d i
dt(z (a(t))+vld—(i(€(t))”2q’ (2(9)=0 (1.112)

%(ai (2(t))+&(t)) +y ' (£(t))+£() =0

Leterme D, (s(t),é(t)) associé a la contrainte i devient alors, pour une contrainte holonome et
une contrainte cinématique :

D, (&(t). (1)) = )" aa:]" (=) &) +ylaa—‘f1i(e(t))s(t) 0" ()

o (1.113)
D, (&(t),(t)) = ()" %(a(t))T &(t) +y4' (2(t))+&(t)
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6.4 Architecture logicielle

En résumé, I'implantation d'un moteur d animation dynamique lagrangien doit S articuler
autour des grandes étapes suivantes :

Choix d’une forme cinématique

(1 Explicitation de la matrice des masses généralisées M (1) et du vecteur
des forces généralisées E(n,1)

Choix d’une modélisation des contraintes

(2 Explicitation de la force généralisée L(vn) des contraintes et du terme
correcteur D(n,1)

Boucle sur I'intervalle de temps

© Evaluation des termes M(g(t)), E(e(t).£(t)), L(e(t)), D(&(t).£(t)) de
I” éguation (1.109) al’instant t.

(4] Résolution numérique du systéme linéaire (1.109) pour déterminer les
valeurs des vecteurs g(t) et A(t) al’instant t.

(5] Résolution numérique itérative de I'éguation différentielle du second
ordre déduite de I’ éape @ pour évaluer les vecteurs g(t + h) et (t+h).

(6] t«t+h, retour al’étape ©.

L’ étape © exige d’ étre capable de trouver une solution approchée d’ une équation différentielle
du second ordre. Le chapitre suivant, consacré aux méthodes d'intégration numérique, décrit
dans le détail la mise en ocavre dagorithmes de résolution itérative de ces éguations
différentielles.






2,

METHODES D'INTEGRATION
NUMERIQUE

1 Introduction

La particularité de I'animation dynamique, en comparaison avec |'animation par ordinateur
qualifiée d’animation traditionnelle, réside dans le fait que les évolutions des objets composant
la scéne sont déduites de la résolution des égquations du mouvement.

Les éguations de Lagrange, qui correspondent aux éguations du mouvement pour lesquelles
nous avons opté, sont équivalentes apres simplifications formelles a un systéme d' équations
différentielles (cf Chapitre 1: Justification des équations de Lagrange). Dans une optique de
conception informatique d'un moteur lagrangien généraliste, les équations différentielles
déduites d’ une modélisation mécanique donnée peuvent étre tout a fait quelconques. Ainsi, une
résolution exacte du systéme différentiel par le biais d'une méthode analytique n’'est pas
envisageable dans notre cadre de travail.

Dans ces conditions, |'intégration numérique semble étre la seule issue : elle permet d’ obtenir
une approximation de la solution exacte du probléme différentiel. Les méthodes d’intégration
numérigue sont nombreuses et variées, adaptées a des problémes de natures diverses. Mais ces
méthodes reposent toutes sur le méme schéma: |’ échelle du temps, paramétre des évolutions,
est discrétisée afin de calculer de facon itérative les valeurs successives d'une solution
approchée.

Ce chapitre a pour vocation, aprés avoir introduit la terminologie liée aux méthodes
d’intégration numérique, d’ exposer des critéres objectifs de comparaison. Par la suite, je donne
une classification, selon leur champ d' application, des méthodes les plus courantes. En effet, il
semble illusoire de vouloir dresser une liste exhaustive des méthodes d’ intégration, un domaine
vaste qui constitue encore a ce jour un théme de recherche actif.
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2 Définitions
2.1 Discrétisation du probleme

On cherche a déterminer une solution approchée de I’'équation différentielle (2.1) sur un
intervalle de temps borné [t,,t, +T] avec une condition sur lavaleur delasolutionen t, .

d
d—{(t) = f(Ly(t))

Y(to) =Yo

fi[tyty+T]xR" > R" (2.2

Une éguation différentielle telle que (2.1) munie d' un condition initiale est appelée probléme
de Cauchy. Si lafonction f est A lipschitzienne par rapport ay sur I’ensemble [to,t0 +T]><R”
(propriété synthétisée par I’ équation (2.2)), le probleme de Cauchy admet alors une solution
unique y(t) définiesur I'intervalle [t,,t, +T].

Vte[tyt, +T], VY, Y, e R™: ||f (ty,)- f(t, y2)||£ Ally, =y, (2.2)
Soit (t,)enen Une subdivision croissante de I'intervalle [t,,t, + T].
to<t <...<ty,<ty=t,+T
On pose alors,

hw =tn+1_tn
Mo = max (h,)

0<n<N

0<n<N (2.3)

On note y, lavaleur approchée calculée de la solution exacte y(t,) en t,. Par suite, on note f,
lavaleur de f(t,,y,).Ainsi,

Y.=Yy(t,) e fo="T(t,Y,) (24)

2.2 Méthodes d’intégration

Une méthode d'intégration est un procédé permettant de déterminer de facon itérative les
valeurs approchées successives de la solution du probléme (2.1).

e Une méthode d'intégration est dite explicite si le calcul de y,., ne dépend que de
Yo Yo1see Yo » €S Valeurs de la solution approchée cal cul ées antérieurement.

e Une méthode dintégration est dite implicite s le calcul de vy, dépend de
Yor Yor Yoase Yo, » Maisauss de f ., ladérivée de lasolution en t,,, approchée par la
valeur y. ;.

n+l?
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e Une méthode d’intégration a un pas est une méthode qui ne s appuie que sur la
connaissance de y, (éventuellement de f,., si la méhode est implicite) pour le calcul
de yn+1'

n+l

e Une méthode d’intégration a r+1 pas (i.e. & pas multiples) est une méthode qui
S appuie sur la connaissance de v, Y, ;- Y., Ou f ., ¥,V sV, S laméthode
est implicite) pour lecalcul de vy, , .

2.3 Consistance, stabilité et convergence des méthodes
d’intégration

J expose dans ce paragraphe des propriétés associées aux méthodes d'intégration, permettant de
les caractériser et de les comparer.

2.3.1 Consistance

L'erreur de consistance e, a I'étape n correspond a la différence de |a solution exacte y(t,,,) et

de savaleur approchée y,,, obtenue par intégration numérique en supposant que y(t,)=y, .

en = y(tml) - yn+1 (25)

: >
tn tI’1+l

Figure 11 Représentation géométrique de I’ erreur de consistance.

L’erreur de consistance e, correspond a une mesure de I’ erreur locale générée par la méthode
d'intégration lors d'une itération. Cette erreur est aussi qualifiée d’erreur de troncature dans
certains ouvrages [Cartwright 1992] en référence alatroncature du développement de Taylor de
lafonction f (t,y) pour laconstruction de certaines méthodes d'intégration numérique.

Une méthode d'intégration est consistante Si :
N
> lel——>0 (2.6)
n=0

Une méhode d’intégration est d' ordre p si :

vn,0<n<N:e =o(h®) h, —>0

ax

2.7)
(i.e.3C>0:le|<Chi)

L'ordre d'une méthode d'intégration renseigne sur la précision de la méthode d'intégration. En
effet, I’ ordre conditionne la rapidité de convergence du terme (2.6) qui représente la somme des
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erreurs locales lors du calcul de la solution approchée. |l est clair que plus I'ordre d'une méthode
d'intégration est élevé, plus cette méthode est consistante.

2.3.2 Stabilite

Lanotion de stahilité est quelque peu ambigué dans ce contexte car on peut alafois parler dela
stabilité de la solution exacte de |’ équation différentielle (inhérente a la nature du probléme de
Cauchy) et de la stabilité de la méthode d’ intégration (liée al’ algorithme de la méthode).

Une solution y(t) d’un probléme de Cauchy (2.1) est stable (au sens de Liapunov [Dieudonné
1968]) si, pour une valeur initiale §, proche de Y,, la solution exacte y(t) correspondante
demeure voisine de y(t) aufil dutemps:

Ve >0,38 >0:VY,, ¥, € R" telsque|y, - ¥,[ <&, ona:

3 (2.8)
[y - y(t)| <e vt>t,
Une méthode d'intégration est stable Si :
3S>0:V( Vo) oeren +( T )oeney, dEUX SUItesdevaleursapprochées
o o (2.9)

max

0<n<N

9= Yall < (1% = vol)

On peut illustrer la notion de stabilité de la méthode d’ intégration ainsi : pour une erreur initiae
|9 — Yo le calcul itératif des valeurs successives y, et §, génére un écart max|y, — v, |
majorable, donc contrélable. L’équation (2.9) montre que ce critere demeure fortement
dépendant de la stabilité de I’ équation différentielle que la méthode d'intégration cherche a
résoudre. Il semble en effet difficile de formuler un critére objectif de stabilité, completement
indépendant du probléme de Cauchy considéré.

Malheureusement dans la pratique, le critere (2.9) est assez difficile a mettre en oeuvre. On
trouve dans des ouvrages d’ analyse numérique [Hairer 1991] [Cartwright 1992] des définitions
alternatives de la stabilité.

La stabilité absolue (ou A h-stabilité) permet de quantifier la stabilité de la méthode
d’intégration pour un probléme modéle correspondant a I’équation différentielle linéaire
suivante (Figure 12) :

dy .\ _
E(t) =Ly(t)

y(t,) =a

pouro, A € C (2.11)

Le probléme (2.11) peut étre résolu de fagcon analytique. L’ expression de la solution exacte est
donnée par |’ équation (2.12).

y(t) =o'
avec y(t)——=—-—0 pourRe(1)<0

t—>+o0

(2.12)
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>

>
A
o
>
o

Figure 12 solutions de I’ équation différentielle linéaire y'=1y, stable pour 1 <0 et instable pour 2 >0.

Le domaine de . h-stabilité est larégion {#h:1eC,heR"} du plan complexe dans laquelle
la méthode d'intégration donne, pour une constante A et un pas de temps h, une solution
approchée du probléme (2.11) qui converge aussi vers 0 quand t tend vers +oo . De par leur
définition, les domaines de A h-stabilité sont tous homothétiques a un rapport 1/h pour un pas
de temps h donné (Figure 13).

Figure 13 Domaines homathétiques de A h-stabilité de la méthode d’ Euler explicite pour h=1, h=2/3 et
h=1/2.

Ainsi, pour un pas de temps h de plus en plus petit, les valeurs « acceptables » de A , pour que la
solution approchée converge, sont de plus en plus grandes. Quand le pas de temps h tend vers
zéro, les domaines de A h-stabilité convergent plus ou moins rapidement vers le demi plan
complexe {ze C:Re(z) <0}.

Naturellement, une méthode d’intégration est d'autant plus stable (au sens de la stabilité
absolue) que son domaine de A h-stabilité est grand.

Une méthode d'intégration est A h-stable s son domaine de A h-stabilité est le demi plan
complexe {ze C:Re(z)<0}.

Les domaines de A h-stabilité, méme s'ils constituent un critére de comparaison des méthodes
d’intégration, ne sont vraiment significatifs que dans le cadre d’un probléme linéaire, c'est a
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dire des problémes ou f (t,y) =AYy . Des approches moins répandues donnent une définition de
lastabilité absolue non-linéaire a partir du probléme modéle suivant :

dy .. B
E(t)—ly(t)(l y(1))

y(@=a

poura,A € C (2.13)

Bien que non-linéaire, ce critere s'applique a une équation différentielle particuliere et ne
permet pas d extrapoler de fagon certaine sur la stabilité de la méthode pour une équation
quelcongue. Finalement, de par la difficulté de quantifier la notion de stabilité, ces démarches
doivent se cantonner a donner une simple indication de stabilité pour une méthode donnée.

2.3.3 Convergence

Comme nous I'avons vu dans le paragraphe 2.3.1, la consistance de la méthode mesure la
précision de la méthode, en supposant qu’a chaque itération la valeur initiale coincide avec la
solution exacte. En pratique, ce cas de figure n’est pas envisageable. Au mieux, on peut espérer
gu'au fur et a mesure de la progression du calcul, la valeur approchée reste voisine de la
solution exacte. Cette idée est mathématiquement formalisée par la stabilité de la méthode
d'intégration. Ainsi, la qualité de la solution approchée dépend simultanément de la consistance
et de la stabilité de la méthode d’ intégration. Cette notion est synthétisée par la convergence de
la méthode [Demailly 1991].

On commence par donner la définition de I'erreur globale :

max

0<n<N

L'erreur globale correspond a I'écart entre la solution exacte et la valeur issue des itérations

successives lors de l'intégration, englobant I'accumulation des erreurs locales et I'erreur sur la
valeur initiale. Une méthode d'intégration est convergente si :

max

0<n<N

Yo—Y(to)

y(t.) = Ya

Théoréme de la convergence

Si une méthode d’intégration est alafois consistante (2.6) et stable (2.9), alors cette méthode est
convergente.

A noter que l'erreur globale est une erreur théorique , c'est adire qu'elle ne prend pas en compte
les erreurs d'arrondis qui se produisent lors des calculs successifs. En pratique, lors des
évaluations intermédiaires de la fonction f requises par I'ordre de la méthode d'intégration,
I'accumulation des erreurs d'arrondis peut nuire a la précision numérique de la méthode.

2.4 Classification des problemes d’intégration numeérique

A l'aide des définitions précédentes, je suis en mesure de classer les problémes d'intégration
numMérique en sous catégories. Jen citeici deux d'importance majeure.
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Les problémes bien posés sont des problémes dont I' équation différentielle associée est stable
au sens de la définition (2.8). En d'autres termes, lafonction f (t, y) est suffisamment lisse (i.e.
plusieurs fois différentiable par rapport a la variable y) pour que la solution ne soit pas trop
perturbée par une petite variation de la donnée initiale. Ce genre de problémes ne requiert pas
impérativement de méthodes d' intégration stables.

Les problémes raides sont des problémes qui imposent d’ utiliser un pas de temps beaucoup
plus petit que celui requis pour satisfaire la consistance [Lambert 1991]. Par exemple, un
probleme est qualifié de raide lorsque le sens de variation de la fonction f est beaucoup plus
important dans une direction que dans d' autres. Plus précisément, si I’on considére les valeurs
propres ()., de la jacobienne de la fonction f, le probleme est raide si le coefficient de
raideur r défini en (2.16) est grand.

. Rel,,
Rej,

avec Re), <---<Rej, <0 (2.16)

Les problemes raides nécessitent des méthodes d'intégration stables pour garantir la
convergence de la solution approchée.

3 Méthodes d’intégration a un pas

Ce chapitre se focalise sur les méthodes a un pas. Je commence par en donner laforme générale
et énoncer les critéres de convergence. Puis, j’ énumeére dans I'ordre chronologique d'apparition
quelques méthodes classiques pour finalement aboutir sur I'algorithme de construction de
méthodes d'intégration & un pas proposé par Runge et Kutta [Runge 1895] [Kutta 1901]
[Crouzeix 1989] [Demailly 1991].

3.1 Méthodes explicites

Toute méthode d'intégration explicite & un pas s écrit sous laforme suivante :
Yo = Yo +ho(t, ¥, h) ol @ity ty+T]xR"xR > R" (2.17)

3.1.1 Critéres de convergence

Jexpose dans cette section deux résultats classiques en analyse numérique permettant de
quantifier alafois la consistance et la stabilité des méthodes d’intégration a un pas [Crouzeix
1989] [Demailly 1991].

Le premier critere est une condition nécessaire et suffisante de consistance, asément
démontrable a partir du développement de Taylor delafonction f (t,y) :

Si ¢ CP(RxR"xR,R") (i.e. p fois continiment dérivable) et,
V(t,y) €[ty ty +T]xR": laméthodeest

99 (1 y,0)=—2 t0(ty) (0<i<p)  dordrep+l
oh' i+1

(2.18)
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Casparticulier (p=0) :

V(ty) e[ty ty +T]xR":

< laméhode est consistante (2.19)
¢(t,y.0)=f(t,y)

Le deuxieme critére est une condition suffisante de stabilité :

7t h), (L ye ) ety + TIXR xR = laméthodeest stabledeconstantee™
o (t,y1,0) =0 (L, y,, )| < Ay, - v (2.20)

(i.e.p est A-lipschitzienne par rapport ay)

3.1.2 La méthode d'Euler (1768)

Premiérement, on rappelle que :

ﬂt () =li y(t+ hr)1 - y(t) (2.21)

La méthode repose sur I’idée que pour un réel h suffisasmment petit, le terme de droite de (2.21)
constitue une approximation satisfaisante de la dérivée (Figure 14). Par substitution dans (2.1),
on obtient le systéme suivant :

y(t +h) —y(t)

’ ~ f(y(),) < y(t+h)~yt)+hf(yd)t) (2.22)

L’ équation (2.22) amena Euler aformuler la méthode d'intégration suivante :

{tml = tn + hn

(2.23)
yn+l = yn + hnf (tn' yn)

y(t)

Yn

Yn+1

Figure 14 Représentation géométrique de la méthode d’ Euler.

La méthode d Euler vérifie le critére de consistance (2.19) car ¢(t,y,h)=f(t,y). Trés
intuitive mais quelque peu grossiere, elle est seulement d'ordre 1 puisque 0,0 (t,y,h) =0 (cf.
critere de consistance (2.18)). L'erreur de consistance est donc mal contrélée. Cette méthode est
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une méthode d'intégration faiblement convergente, méme pour une fonction f (t, y) satisfaisant
les conditions de stabilité.

3.1.3 La méthode de Runge (1895)

Geometriquement, la méthode d' Euler s appuie sur la pente de la solution de (2.1) en t,,
estimée grace alavaleur f (tn,yn) , pour déterminer la valeur approchée y. ., . L’idée de Runge
a éeé d'utiliser la pente estimée de la solutionen t,,,,, =t, +h,/2, au milieu du sous intervalle
[t..t,.,], &indedéerminer v, , defagon plus précise (Figure 15). C est pourquoi cette méthode
d’intégration porte aussi e nom de méthode du point milieu.

tn+1 = tn + hw

yn+l/2 = yn +% f (tn’yn)

(2.24)

frae=f (tn +%1 yn+l/2j

yn+l = yn + hn 1:n+l/2

yn+ 1

Yn

Figure 15 Représentation géométrique de la méthode de Runge.

La méthode de Runge vérifie aussi le critére de consistance (2.19). Conformément a mon
intuition, cette méthode est plus précise que la méthode d' Euler puisque son ordre est égal a 2.
En s appuyant sur I’algorithme (2.24), la fonction ¢ :[to,t0 +T]><]R” xR —R" associée a la
méthode du point milieu s exprime ains :

o(t,y,h)=f(t+h/2,y+h/2f(ty)) (2.25)

Onjustifie alors |’ ordre de la méthode en vérifiant les égalités du critére de consistance (2.18),

o(t,y,0)=f(ty),

o _Lat Liapt
p (t,y,h)= r (t+h/2,y+hi2f(t,y))+ > (t,y)ay(t+h/2,y+ h/2f(t,y))
1( of

dtdy( of

==—| —(t+h/2, h/2f (t,
2 Semayenzn ty) S 20T

(t+h/2,y+h/2f(t,y))]

op 1df
—(t,y,0)==—(t,
6h( v.0) 2dt( y)
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2
o _aﬁ(pt h 6(1df

9 (t,y,n) == 22 (t,y,h) =2 2 (t+hi2,y+ hi2f (t,
e (9o =G (Yo = 3l g g (1 2y izt y))j

1d of 1d(1df

==—=Z(t+h/2,y+h/2f ==—|=—(t+h/2,y+h/2f

2dtah(t+ 12,y+h/ (t,y)) 2dt(2dt(t+ 12,y+hl (YY))J
0% 1d°f 1d°f

e by =" (ty)# 5 (L)

3.1.4 Construction des méthodes explicites a un pas (1901)

Cest avec le concours de Kutta, que Runge mit au point un procédé de construction de
méthodes d'intégration a un pas, englobant et unifiant I'élaboration d’'un bon nombre de
méthodes existantes. |s partirent de la constatation suivante :

d
y(t)=y(ty)+ [~ (u)du (2.26)
Comme y(t) est solution du probléme (2.1), on obtient par substitution :
t
y(t)= y(t0)+f f(u,y(u))du (2.27)
o

Ainsi, sur lesousintervalle [t,,t,., ], on peut écrire:

tha

Y(th)=y(t,)+ | (uy(u))du (2.28)

tI'I

Avec |le changement de variable u=t, +vh,, on obtient :

1

y(t.1)=y(t,)+ hn.[ f(t,+vh,y(t, +vh,))dv (2.29)

0

En sappuyant sur (2.29), on débouche alors sur une écriture générique d'une classe de
méthodes d’ intégration a un pas:

yn+1= yn+h1(P(tn1yn’hn)

1 2.30
oul (p(tn,yn,m)zjf(tn+vm,y(tn+vm))dv (230

0

En définitive, les différentes méthodes d'intégration a un pas de cette nature se distinguent selon
la méthode d'approximation du terme intégral utilisée, d’ou le choix du terme d'intégration
numeérique pour désigner les méthodes de résol ution numérique des équations différentielles. On
présente maintenant en détail I'algorithme de construction de Runge-K utta.
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Soit (C,)...s Une subdivision croissante de I’ intervalle d’intégration telle que :

0<c¢ <c,L..ZcC

. <c. <1 (2.31)
On pose :
t, =t,+ch,
y(t ) =y(t.) + hj f(t, +vh,, y(t, +vh,))dv lsiss (2.32)

0

On choisit s methodes de calcul dintégrale de coefficients respectifs a; afin d'estimer les s
termes intégraux de (2.32).

yn,i = yn + hnzau 1:n,j
j=0

fn,i = f (tn,i ’ yn,i )

1<i<s (2.33)

Le calcul de y,; ne dépend que des valeurs de f ; pour O<j<i de sorte que les valeurs
successives de f; peuvent étre obtenues de fagon itérative sans avoir arecourir ala résolution
d’un systéme linéaire.

A f(ty) A f(ty) A F(ty()
1 2 2 1
6 6 6 6
W
T, G i AT P
(a (b) ()

Figure 16 Approximation polygonale du terme intégral de |’ équation (2.28) pour la méthode d’ Euler (a),
|la méthode de Runge (b) et la méthode de Runge-Kutta 4 (c).

Finalement, |’ expression de (2.29) peut étre approchée de la maniére suivante en choisissant une
méthode d’ intégration numérique de coefficients b, approximation polygonale de I’ aire sous la
courbe f(t,y) estiméeapartir desvaleurs f ; (Figure 16).

yn+l = yn + hnih 1:n,i (234)
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En résumé,
C1
i =t,+¢;h, C2 a1
_ C3 a1 a2
yn,i:yn+|qnzajjfn’j 1<i<s

I<j<i

fn,i = f(tn,i’ynvi) Cs as1 ds?2 ass1

bl b2 s aen bs.]_ bs
tn+l = tn + hn

yn+l = yn + hnZh fr1,i
i=1

Figure 17 Algorithme de la méthode de Runge Kutta explicite a s étages et son tableau de Butcher
associé.

Une telle méthode d’intégration est appelée méthode explicite de Runge-Kutta & s étages (i.e.
méthode ERK a s étages). L e tableau de Butcher [Butcher 1964] ci-dessus est une représentation
symboligue de la méthode, regroupant tous les paramétres intervenant dans sa construction.

e Lestermes (c),... sont appeléslesnoauds.
e Lestermes (g )..;.ics SONt appelésles poidsintérieurs.
e Lestermes (b),.... sont appelésles poids extérieurs.
3.1.5 Classification des méthodes explicites a un pas

Toutes les méthodes d'intégration présentées auparavant peuvent étre représentées a l'aide d'un
tableau de Butcher. Dans cette section, on donne une liste non exhaustive de méthodes
couramment utilisées, classées par ordre de consistance croissant.

3.1.5.1 Méthode d'ordre 1

0 0
1

Tableau 1 Méthode d’ Euler.

3.1.5.2 Méthodes d'ordre 2

0
12 | 12 a

o

@ (b)
Tableau 2 (a) Méthode de Runge (i.e. point milieu)  (b) Méthode de Runge Kutta 2 avec O<a<1.
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3.1.5.3 Méthodes d'ordre 3

0
3 | 13
23| 0 213
v4 0 34

Tableau 3 Méthode de Heun.

3.1.5.4 Méthodes d'ordre 4

0 0
12 | 12 U3 | U3
2| 0 12 23 |-U3 1
1]0 0 1 11 1 1
16 26 206 16 8 3/8 38 18
@ (b)

Tableau 4 (a) Méthode de Runge Kutta4 (b) Méthode de Runge Kutta.

3.1.5.5 Méthodes d'ordre 5

0
1/2 12
14 18 18
1/2 0 0 1/2
3/4 0 -3/16 6/16 9/16
1 17 417 67 -12/7 8/7
7/90 0 32/90 12/90 32/90 7/90

Tableau 5 Méthode de Lawson [Lawson 1966].

0
15 U5
3/10| 3/40 9/40

3/5 3/10 -9/10 6/5

9/10| 3/40 27/40 -3/5 3/4
1 | 107/162 5/2 -140/27 35/9 -70/81
8/81 0 25/63 25/108  25/81 -1/28

Tableau 6 Méthode de Fehlberg [Fehlberg 1974].

63
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3.1.5.6 Méthodes d'ordre 6

112

0 (5-a)/10

0 -a/10 (5+2a)/10

0 | (15+7a)2 (-1+a)4  (15-7a)/10
512 | (5-a)/60 0 1/6 (15+72)/60
512 | (5+a)/60 0 (9-5a)/12 1/6 (-5+3a)/10
112 16 0 (-55+25a)/12  (-25-7a)/12 5-2a (5+a)/2

0 (5-a)/10 (5+a)/10 (5-a)/10 (5+a)/10  (5-a)/10 1

Tableau 7 Méthodes de Butcher pour a=+/5 [Butcher 1964].

3.1.6 Récapitulatif sur les méthodes explicites a un pas

L’ agorithme de Runge-Kutta permet de construire une méthode d’intégration d'un ordre p
donné. Par contre, plus |’ ordre p est élevé, plus le nombre s d’ étages de la méthode est grand. Le
tableau 8 synthétise les nombres s d’ étages correspondants a plusieurs ordres de consistance p.
On remargue que |’ ordre 4 constitue un ordre charniére apres lequel le nombre d’ étages devient
plus grand que I’ ordre, induisant plus d’ évaluations intermédiaires de la fonction f (t,y) . Cette
propriété contribue a la popularité de la méthode d'intégration explicite de Runge-Kutta d' ordre
4 (i.e. méthode ERK4).

p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
S 1 2 3 4 6 7 9 11 | 12-17| 13-17

Tableau 8 Récapitulatif des ordres de consistance p et des nombres s d’ étages correspondants.

Les méthodes explicites de Runge-K utta ne sont pas X h-stables. Ces méthodes ne sont donc pas
adaptées a la résolution de problémes raides. La Figure 18 présente les domaines de A h-stabilité
des méthodes d’Euler, de Runge et de Runge Kutta 4. Il apparait que la méthode de Runge-
Kutta4 ale plus grand domaine de stabilité, un autre argument positif en safaveur.

|
\| Runge-Kutta 4

j Runge
——

Euler

-2 -1 0

Figure 18 Domaines de A h-stahilité des méthodes d'Euler, de Runge (i.e. point milieu) et de Runge-
Kutta 4.
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3.1.7 Contrdle de I'erreur, sélection du pas

Le choix du pas de temps lors de la résolution numérique est déterminant sur |'ordre de grandeur
de I'erreur globale. En utilisant un pas de temps trés faible, on sassure en général une bonne
convergence de la méthode bien que celui-ci, a certains temps de I'intégration, pourrait étre plus
grand sans pour autant altérer la précision de la solution. |l apparait donc primordial de mettre
en place un mécanisme d'gjustement automatique du pas de temps, garantissant une majoration
de I'erreur par une tolérance donnée TOL.

L’ extrapolation de Richardson (2.35) est une stratégie classique et générique d'austement
automatique du pas de temps. Ce mécanisme consiste en un premier calcul de la solution
approchée y,., pour un pas de temps h. Puis on calcule une solution approchée ¥..,,, pour un
pas de temps h/2 qui sert de donnée initiale pour le calcul de .., pour un pas de temps h/2. La
solution ¥, ., issued’un calcul avec un pas de temps plus petit est plus préciseque vy, ., .

yn+1: yn +hn(p(tn’yn’hn)

~ _ ~ _ (2.35)
yn+1/2 = yn +%(P (tn’ yni%j - yn+1 = yn+1/2 +%(P (tn +%’ yn+1/2’%j

ladifférence ERR= |yn+1 - yn+1| fournit une mesure de I’ erreur globale qui permet, si besoin est,
de diminuer le pas de temps de facon efficace gréce alaformule suivante [Press 1988] :

1/p
Bh, E s ERR>TOL
~ ERR
A, = Mo avec 0<p <1 (2.36)
B h~| E sinon
ERR

p est I’ ordre de la méthode d’ intégration.

L’ extrapolation de Richardson est un mécanisme d’ gjustement automatique du pas de temps
efficace mais nécessite 3s évaluations de la fonction f pour une méthode explicite de Runge-
Kutta a s étages. L’ évaluation de la fonction f, correspondant aux efforts appliqués au systéme
dans le cadre de la résolution des équations du mouvement, est en régle générale colteuse. Cet
état de fait amotivé larecherche de méthodes d’ gjustement du pas de temps plus optimales.

J. A. Zonneveld [Zonneveld 1964], exploitant les particularités des méthodes de Runge-K utta,
proposa un mécanisme d'gjustement du pas de temps beaucoup plus performant. Il choisit
dutiliser en fait deux méthodes ERK emboitées d'ordres respectifs p et q a s et s+1 étages,
partageant les mémes poids intérieurs (Tableau 9). La différence des valeurs y,, et ¥, .,
déduites des deux intégrations simultanées avec le méme pas de temps h fournit aussi une
mesure de I'erreur globale. Les deux méthodes partageant les mémes poids intérieurs, le calcul
des valeurs intermédiaires de la fonction f n'est effectué que s fois, contrairement aux 3s
évaluations requises par le mécanisme propose par Richardson pour une méthode de Runge-
Kuttaa s étages.
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C1

Cs3 asi az?2

as1 as2 Ass1
1 | by b .. .. ba by i
bl]_ bI2 b's.]_ b'S bl5+l

Tableau 9 Couple de méthodes ERK emboitées as et s+1 étages.

Je présente maintenant plusieurs couples de méthodes ERK emboitées appelées paires (p,g) ou
p et g sont les ordres respectifs de chague méthode, classés par ordre de consistance croissant
[Stroud 1974] [Crouzeix 1989] [Enright 1995].

0 i

Tableau 10 Une paire (1,2) de méthodes ERK.

0
1/2 1/2

w2l oo w2
1 0 0 1

0
207 207
a7 -8/35 4/5
67| 2942 23 s i
1 1/6 1/6 5/12 1/4 ;
11/96 7124 35/96 7/48 12

Tableau 12 Une paire (3,4) de méthodes ERK.

3.2 Méthodes implicites

Toute méthode d’intégration implicite a un pas est de laforme suivante :
Yo = Yo + 0o (80, Voo Fro ) 00 @ity t, + T]XR"xR" xR —» R" (2.37)

Contrairement a une méthode d'intégration explicite (2.17), la méthode implicite a un pas
requiert I’ évaluation du terme f_, qui équivaut a f(t,,,V,.,). Cette particularité confere en
général aux méthodes d’ intégration implicites une plus grande stabilité, méme dans le cadre des
problémes raides. Alors que les méthodes d' intégration explicites extrapolent lavaleur y, ., de



® Méthodes d’ intégration numérigque 67

la solution approchée en t.., en fonction de la tendance en t,, les méthodes implicites
déterminent la valeur vy, , afin qu'elle soit compatible avec les efforts exprimés en t ., . Mais
cette stabilité relative offerte par les méthodes implicites a un prix. En effet, |’ équation (2.37)
est une équation de nature souvent non linéaire dont la résolution nécessite des méthodes bien
plus colteuses que celles mises en cauvre dans le cadre des méthodes explicites. Les différentes
méthodes d’ intégration implicites & un pas se distinguent par la stratégie choisie pour résoudre
cette équation non linéaire. J énumére maintenant les schémas de résol ution les plus courants.

3.2.1 Résolution par itérations

En considérant que f,,, = f (t,,;,Yy.) | équation (2.37) devient :
yn+1 = yn + hn(P (tn ! yn’ f (tn+l1 yn+1) ! hn) (238)

Si on définit la fonction W(u) =y, +ho(t,, Y. f (t,..u).h,)—u, la résolution de I’ équation
non linéaire (2.38) se raméne au probléme suivant :

Trouver utel que:'¥ (u)=0 (2.39)

On peut aors envisager de trouver les racines de cette équation non linéaire gréce a des
méthodes classiques telles que la méthode de bissection, la méthode de la sécante ou bien la
méthode de Newton-Raphson [Press 1988]. Malheureusement, toutes ces méthodes nécessitent
laréalisation de critéres difficiles a garantir pour un probléme quelconque (unicité de la solution
dans I'intervalle de recherche par exemple). Et ces méthodes nécessitent un grand nombre
d'itérations pour aboutir & une solution convenable. Pour toutes ces raisons, la résolution par
itérations est trés rarement utilisée dans un cadre généraliste. Pourtant, trés récemment, Hauth et
al [Hauth 2001] proposent d' utiliser une méthode qualifiée de « méthode de Newton simplifiée
inexacte » pour la résolution de I’ équation linéaire (2.39). En fait, la méthode de Newton repose
sur plusieurs résolutions successives de systémes linéaires faisant intervenir la jacobienne de la
fonction W . Pour la résolution de ces systémes linéaires successifs, ils privilégient la méthode
du gradient conjugué, méthode elle aussi itérative qui fournit une solution approchée justifiant
ains le terme de méthode de Newton inexacte. De plus, pour des raisons de performance, ils
imposent que la jacobienne intervenant dans les itérations de la méthode de Newton soit
constante. Cette hypothése nécessaire pour garantir la rapidité de la méthode n’est pas sans
conséquences sur la précision de la solution. En fait, ils démontrent I’ efficacité de leur démarche
pour des systémes matériels dont les efforts appliqués sont linéaires, par conséquent avec une
jacobienne des efforts constante.

3.2.2 Linéarisation

BN

Une autre facon dentreprendre la résolution de |'éguation (2.37) consiste a remplacer
f (t,,1,Ya) Par son développement de Taylor al'ordre 1. Cette opération revient a ne traiter
que la partie linéaire du probléme en négligeant les termes d' ordre plus élevé. On débouche
alors sur une expression linéaire, plus simple a résoudre. Cette technique a été employée par
Baraff [Baraff 1998] dans le cadre de I'animation de textiles qui est un domaine réputé pour
engendrer des équations du mouvement raides, dues en I’occurrence aux efforts élastiques
internes.
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On considére la méthode d' intégration d’ Euler implicite (2.40) :
yn+l = yn + hn f (tn+1’ yn+l) (240)

On réalise alors un développement de Taylor al’ordre 1 de lafonction f (t,y) par rapport ala
variabley.

of
yn+1 = yn + hn |: f (tn+17 yn ) + a_y(tml’ yn )( yn+1 - yn ):| (241)

Cette hypothése permet de déboucher sur le systeme linéaire suivant :

|:| - hn %(tml' yn)j|( Yo — yn) = hn f (tn+1’ yn) (2-42)

En utilisant la méhaode du gradient conjugué pour chaque pas de temps, Baraff détermine en
peu d'itérations les valeurs successives y,, de la solution approchée. Il est important de
mentionner que dans cette étude il avait délibérément fait I hypothése que les efforts représentés
par lafonction f(t,y) dérivaient d’'un potentiel quadratique. Ainsi, les efforts étaient de nature
linéaire. Dans ce cas particulier, le mécanisme de linéarisation n' a pas d’ effet « destructeur » sur
la fonction d’efforts f (t, y) . Laparticularité de la méthode d’ intégration d’ Euler implicite, due
a sa faible consistance et sa grande stabilité, réside dans le fait que la solution approchée
calculée subit un certain amortissement. Cette propriété permettait en I’ occurrence d’ atténuer les
oscillations caractéristiques de masses-ressorts et de produire des animations de textiles trés
convaincantes en utilisant un pas de temps d’ intégration assez grand.

Dans le méme ordre d'idée, Desbrun [Desbrun 1999] propose une optimisation de la méthode
de Baraff en supposant la matrice du systéme linéaire (2.42) constante. En considérant |e champ
de forces stationnaire uniforme (i.e. indépendant du temps et de la position), Desbrun s éloigne
plus encore d'une démarche rigoureuse de modélisation du phénomeéne physique mais arrive a
générer des animations tout a fait convaincantes et ce dans le cadre d' une application de réalité
virtuelle dont les contraintes temps réel sont tres difficiles aréaliser en général.

Plus récemment, Volino [Volino 2000] s appuyant sur la précision assez médiocre de la
méthode d’ Euler, propose une méthode d'intégration implicite déduite de la méthode du point
milieu pour résoudre les égquations du mouvement d’' un systéme masses-ressorts. Cette méthode
d'intégration d’ ordre 2 a les mémes propriétés de stabilité que la méthode d’ Euler implicite tout
en étant plus précise.

L’ engouement récent pour les méthodes d’ intégration implicites a un pas par troncature est tout
de méme atempérer. Bien que ces méthodes soient stables (en effet les deux méthodes citées ci-
dessus sont A h-stables), leur efficacité n’est flagrante que pour le cas particulier d' une fonction
d efforts f(t,y) linéaire. Dans un cadre général, ces méthodes peuvent s avérer inadaptées a
cause de I’ @imination des termes d’ ordres supérieurs a 2 dans |’ expression de f (t, y) . De plus,
elles reposent sur I’ expression explicite de la jacobienne de f (t,y) dont on ne dispose pas a
priori
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3.2.3 Méthode Prédiction-Evaluation-Correction

Cette derniére approche est sirement la plus générique puisqu’elle peut étre appliquée a une
méthode d’'intégration implicite quelconque a un pas d ordre g, de fonction ¢°. En effet, on
commence par calculer une valeur .., de la solution a I’aide d’une méthode d'intégration
explicite d’ordre p (p<q) de fonction ¢ " : cette étape est qualifiée de Prédiction. De maniere
classique, lavaleur ¥, , consiste en une extrapolation de la solution en fonction des tendances a
I'instant t,. Mais cette valeur intermédiaire ¥,..,, apres Evaluation (i.e. calcul de
f (t,,1, Yoir) ), €St ensuite injectée dans le terme de droite de la méthode d' intégration implicite
(2.37) : cette etape appelée Correction permet d' aboutir alavaleurde y. ., .

Ce mécanisme « casse » en quelque sorte la nature implicite de la méthode en recourant a une
méthode d'intégration explicite. Ainsi, pour garantir la stabilité de la méthode on peut avoir
recours a plusieurs étapes de Prédiction-Correction afin de converger vers une valeur approchée
satisfaisante (2.43). Du point de vue méthodol ogique, ces itérations peuvent étre comparées aux
itérations requises par la méthode du gradient conjugué dans le cadre des problemes linéarisés.

nfois

/_J%
PECEC---ECE

P : prédiction

yﬁﬂ = yn + hn(p p(tn’ yn’ hn)
E : évaluation (243)

fil =f(t,y

n+1 ( n yn+1) 1S | < n

C : correction

Y:r]i = yn + hn(Pq(tn’ yn’ fni-v-l’ hn)

4 Méthodes d’intégration a pas multiples

Parallélement aux travaux menés pour la construction de méthodes d’intégration a un pas, des
scientifiques (notamment J.C. Adams) ont mis en place des méthodes de résolution s appuyant
sur la connaissance des valeurs de la solution approchée cal culées antérieurement. Les méthodes
présentées dans cette section reposent sur la substitution de la fonction f(t,y) par un
polyndme interpolant les valeurs (f, )., [Crouzeix 1989] [Demailly 1991] [Hairer 1993].
Contrairement aux méthodes d’intégration a un pas qui ont recours a des évaluations
intermédiaires de la fonction f (t,y) pour calculer lavaleur y, , delasolution approchée, les
méthodes d’ intégration a pas multiples s appuient sur la connaissance des valeurs antérieures de
f(t,y). Ainsi, a ordre de consistance équivalent, les méthodes a pas multiples sont beaucoup
plus rapides que les méthodes a un pas. Cependant, I’ usage d’un nombre important de valeurs
antérieures pour garantir la consistance peut nuire a la stabilité de la solution déduite d'un
polyndme de degré élevé.
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Je traiteici des méthodes d'intégration (explicites ou implicites) ar+1 pas delaforme:

r+1 r+l
Zai yn+1—i = hnz Bi fn+1—i OL\J OLO #0 et |0“r+1| + |Br+1| >0 (244)
i=0 i=0

S B, =0, laméthode d'intégration est explicite.
4.1 Méthodes explicites
4.1.1 Méthode d’Adams-Bashforth (1855)

Adams choisit d aborder |e probléme de la méme facon que Runge et Kutta, choisissant comme
point de départ larelation (2.27). L’ originalité de sa méthode réside dans le fait de remplacer la
fonction f par son polynéme d’interpolation aux points (t f

n-i? “n-i )Osisr )

On rappelle la définition du polynéme d’interpolation de Lagrange :

pn,r (t) = i fn—i Ln,i,r (t) Ol] Ln,i,r (t) = H & (245)

0<j<r Yn—i _tnfj
j#

L’ expression (2.28) devient alors :

tn+1

y(tn+1) ~ y(tn) + J Pn.r (u)du
tn (2.46)

1

r t
~ y(tn) + h”uzbn,i,r fn—i OU bn,i,r Z% J- I—n,i,r (u)du
i=0 t,

D’ ou la méthode suivante :

tn+1 :tn + hn

i (2.47)
yn+1 = yn + hnzbn,i,r fn—i
i=0

La méthode énoncée en (2.47) est appelée méthode d’ Adams Bashforth a r+1 pas (i.e. méthode
ABr+]_).

Dans le cadre d'une résolution a pas de temps adaptatif, les termes b, . qui dépendent de la
longueur de I'intervalle [t,,t. ] doivent étre évalués de nouveau a chague itération. Par contre,
pour une résolution a pas fixe, ces mémes termes deviennent constants permettant ainsi de
déboucher sur une expression simplifiée des méthodes AB 1.
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Je cite en exemple quel ques méthodes d’ Adams-Bashforth de 1 &4 6 pas[Stroud 1974] :
r=0: Yor =Y t hfn

r=1vy.=Y, +h£2 f, —i fn_lj

23 5
r=2: —f-= —f
yn+1 ( 1 n 12 n 1 12 n-2 J
55 37 9
(=3 h[ 25 - -
yn+1 yn ( 2 n 24 n 1 24 n-2 24 nSJ
1901 2774 2616 1274 251
r=4: Yo = n fn—l + fn—2 - fn—S + fn 4
720 720 720 720 720
4277 7923 9982 7298 2877 475
r=>: Y1 = Yn h fn - fn—l + fn—2 - nat n-4 n-5
1440 1440 1440 1440 1440 1440

Une méhode AB,.; est d’ordre r+1. A condition d'étre en mesure de calculer les r premiéres
valeurs de la solution approchée, ces méthodes semblent performantes dans la mesure ou elles
ne requierent pas d' évaluations intermédiaires de lafonction f (t,y) comme les méthodes ERK
tout en offrant une bonne consistance. Seule ombre au tableau : les méthodes AB,.; sont peu
stables. En effet, les domaines de A h-stabilité de ces méthodes sont plus petits que ceux des
méthodes ERK de méme ordre de consistance (Figure 19). Ce phénomene peut étre en partie
expliqué par le caractére oscillant des polynémes d' interpolation pour des valeurs de r de plus
en plus grandes.

2i

Figure 19 Domaines de 2 h-stabilité des méthodes d’ Adams-Bashforth d’ ordre k=1, 2, 3, 4.

4.2 Méthodes implicites
4.2.1 Méthode d’Adams-Moulton (1855)

Cette fois-ci, on remplace f (t,y) par son polynéme d’interpolation en (t,.,;, fo.1 ).,

t—-t .
o (t an. L@ ot Ly, @)= [] —=t =l L0 (249
_qun,—tnﬂ- t —t
ji
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En utilisant la méme démarche que précédemment, on débouche sur la méthode suivante :

L=t +h,
. it 2.49
yn+1 yn + hnz n,i,r n i Ol:I bn,i,r = (U)du ( )

n|r

1
h 3

,-.._.

La méthode énonceée en (2.49) est appelée méthode d’ Adams Moulton a r+1 pas (i.e. méthode
AM;.,). Lors d'une résolution a pas fixe, les termes b sont constants permettant ainsi de

donner une formulation simplifiée des méthodes AMr+1. Afin dillustrer cette démarche,
j’ expose quel ques exemples de méthodes d’ Adams-Moulton de 1 a6 pas [Stroud 1974] :
r=0: Ynir = Ya +hf

1
r :1: yn+1 yn + h( n+l 2 fn)

r=2: Y1 =Yt h(i naa T E fn _i fnl)

12 12 12
9 5 1
r=3: +hl — ——f 4+
yn+1 ( 24 n+l 24 n-1 24 n—2j
251 264 106 19
r=4: +h f - fo + f,,— f
yn+l yn ( 720 n+l n 720 n-1 720 n-2 720 n—Sj

475 1427 798 482 173 27
r=>5: Yo = Yo t +h fn+1 + fn - 1:n—l + fn—2 - fn—S + fn—4

1440 1440 1440 1440 1440 1440
Une méthode d'Adams-Moulton a r+1 pas est d'ordre r+2. De plus, gréce a leur nature
implicite, les méthodes AM, ., sont plus stables que les méthodes AB,.; (Figure 20). Par contre
I’équation non linéaire induite par les méthodes implicites AM,.; nécessite la mise en cauvre
d'une des stratégies mentionnées dans la section 3.2. Classiquement, on utilise un schéma
PEC...EC en choisissant une méthode AB,.; pour |’ étape de prédiction.

2i

Figure 20 Domaines de 2 h-stabilité des méthodes d’' Adams-Moulton d'ordre k=1, 2, 3, 4.
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4.2.2 La méthode BDF (Backward Differentiation Formulas)

Au lieu de construire un polyndéme d'interpolation pour la fonction f(t,y), la méthode BDF
interpole directement lesvaleurs (t,., ;, Y..,)oi<, delasolution approchée.

. [ . e t-t._
qn,r (t) = Z yn—i I-n,i,r (t) ou I-n,i,r (t) = H —tJ (250)
i=—1 —1<j<r i T b
j#i
dq; r dL .
Do ()= Tonir 251
) Zly g o (2.51)

Puisque le polynéme q;'r (t) interpole les valeurs de la solution approchée du probléme de
Cauchy (2.1), on considere qu’il est presque solution du méme probléme. Ainsi,

dg,. * da,, . *
T(t) ~ f (thn,r (t)) = d_t’(tn+1) ~ f (tn+1' yn+l) pU|5que qn,r (tn+1) = yn+l (252)

On aboutit alors ala méthode d’ intégration suivante :

tn+1 :tn + hn

' de ., (2.53)
;yn—i T(t n+1) =f (tn+1’ yn+l)

Lorsque I'intégration numérigque se fait & pas de temps fixe, on peut procéder au précalcul des
dérivées des termes L. . (t,.,) .Je présente quelques exemples de méthodes BDF a 1,2,3 et 4

pas [Hairer 1993] :
r=0: yn+1 - yn = hfn+l

3 1
r :1:5 Y — 2yn +§ Y1 = hfn+l

11 3 1
r=2: E Yo — 3yn +§ Y _§ Yoo = h1=n+1
25 4 1
r=3: E Yo~ 4yn + 3yn—l - § Yoo + Z Y3 = hfn+l

Une méthode BDF ar+1 pas est d' ordre r+1. De plus, en raison de son schéma de construction,
elle est particulierement stable. Cette méthode est donc & privilégier pour la résolution de
problémes raides.

5 Synthese

Comme on peut facilement le constater, il semble illusoire de trouver «la» méthode
d'intégration numérique générale et efficace au vu de la grande diversité des équations a
résoudre. On doit alors se contenter de choisir la méthode la plus appropriée au probleme que
I’on souhaite traiter.
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Méthode Ordre Stabilité  Evaluations  Généricité
Euler 1 === 1 oui
Point milieu 2 == 2 oui
Heun 8 —= 3 oui
Runge Kutta 4 4 = 4 oui
Lawson 5 —= 6 oui
Fehlberg 5 —— 6 oui
Butcher 6 === 7 oui
Euler (linéarisation) 1 +++ 1+ non
Point milieu (linéarisation) 2 +++ 2+ non
AB.1 r+1 - 1 oui
AM 41 P(EC)"E r+2 - n+1 oui
BDF... P(EC)"E r+1 ++ n+1 oui

Tableau 13. Récapitulatif des propriétés des méthodes d' intégration classiques étudiées.
A cette fin, je récapitule dans le tableau 13 les méthodes exposées dans ce chapitre en
mentionnant leurs caractéristiques importantes :

e L’ordre delaméthode renseigne sur la précision de la méthode d’ intégration

e Lastabilité est une indication sur la capacité de la méthode a converger méme face aun
probléme raide.

e Lenombred évaluations delafonction f(t,y) pour uneitération.

rrrrr

elle procede a une simplification des termes de I'équation, négligeant certaines
quantités.
Les lignes grisées correspondent aux méthodes d'intégration explicites et les lignes blanches
aux méthodes d'intégration implicites.

Le nombre d’ évaluations pour les méthodes implicites d' Euler et du point milieu sont marqués
du signe + car aux évaluations de la fonction f(t,y)il faut gouter les évaluations de sa
jacobienne.



©

CORPS DEFORMABLES EN
ANIMATION DYNAMIQUE.
ETAT DE L'ART

1 Introduction

L’ animation d’ objets déformables constitue en synthese d’'images un véritable défi. En effet,
aux difficultés de produire un mouvement global cohérent de ces objets viennent s gjouter les
difficultés de représenter leurs changements complexes de forme. Deés le début des années
quatre vingt, les travaux de recherche en animation par ordinateur ont eu recours aux lois de la
physique pour représenter les déformations subies par un objet de synthése. L’ utilisation des
lois de la dynamique permet de concevoir des animations convaincantes mais surtout assure
I’ automatisation de la production de celles ci. En effet si I’ on confére aux objets de synthése des
propriétés mécaniques, ils évoluent en fonction des contraintes physiques qui leurs sont
imposees et ce conformément aux équations du mouvement.

En physique, I'évolution des corps déformables est décrite par la mécanique des milieux
continus. Dans ce formalisme, les déformations d’'un corps supposé continu dépendent d’une
infinité de paramétres. En description lagrangienne, ces parameétres correspondent aux positions
dans |’ espace de I’ infinité des particules qui constituent le corps matériel alors qu’ en description
eulerienne, ils correspondent al’infinité des valeurs prises par le champ de vitesses instantanées.
Afin d' ére en mesure d'exprimer et surtout de résoudre les équations qui régissent le
mouvement d’'un corps déformable, on doit recourir a une approximation méthodologique qui
consiste a réduire le nombre des paramétres qui conditionnent I’évolution du corps. Cette
démarche classique en mécanique revient a réduire |I’ensemble des configurations d'intérét
garantissant ainsi la finitude des paramétres caractéristiques. Les différents modéles utilisés en
synthése d’'images se distinguent par la démarche de réduction de I’ ensemble des configurations
acceptables mais aussi, en conséquence, par le choix des équations du mouvement. Dans ce
chapitre, |’ expose les modéles mécaniques les plus couramment utilisés en synthése d'images,
classés en fonction des lois physiques sur lesquelles ils reposent. Puis, j’introduis le modéle
innovant que je propose en le comparant aux modéles précédents.
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2 Modeles classiques
2.1 Mécanique du point matériel

Les modéles considérés dans cette section sappuient sur |I'hypothése suivante: le corps
déformable étudié est représenté par un ensemble discret de particules noté (x' (t)),..... La
masse totale du corps est répartie de fagon discontinue parmi les particules qui le constituent. Et
le mouvement du corps est déduit de facon émergente des mouvements individuels de chagque
particule.

La loi fondamentale de la dynamique régit le mouvement d'une particule élémentaire
représentée par sa position x(t) , de masse m, soumise a des forces de résultante F(x(t), x(t),t) .

%(mx(t))zF(x(t),X(t),t) (3.1)

Les modéles reposant sur cette approche particulaire se distinguent en fait par la représentation
des interactions entre particules.

2.1.1 Modeéle masses-ressorts

Afin de conférer al’objet déformable une certaine cohésion interne, les particules matérielles
(réparties en un réseau uni, bi ou tridimensionnel généralement régulier) sont connectées par des
ressorts & leurs particules « voisines» (Figure 21). Pour une particule de position x'(t), les
ressorts connectés aux particules voisines x! (t) pour j V' générent des efforts delaforme:

D F(t) (3.2)

jeVi

F' (t) correspond &laréponse du ressort d’ extrémités x' (t), x' (t).

Afin de réduire le comportement oscillatoire du réseau masses-ressorts, on gjoute une force
d’amortissement de coefficient y', proportionnelle a la vitesse x'(t) de la particule i.
L' équation fondamentale de la dynamique devient alors, dans le cadre du modéle masses-
ressorts,

%(mxi (©)= > F'(t) =y "% (t) + F(x(t), x(t),t) (3.3)

jeVi

Ce modele fut utilisé trés tét par Platt et Badler [Platt 1981] pour reproduire des expressions du
visage. Des points caractéristiques du visage sont reliés par plusieurs ressorts, de sorte que,
lorsgque plusieurs points sont déplacés, I'ensemble du réseau Sagence en une nouvelle
configuration conforme au déplacement subi. Luciani [Luciani 1985] utilisa ce méme modéle
pour mettre en ceuvre un outil d’ animation de marionnettes, tandis que Miller [Miller 1988] s en
servit pour animer des reptiles en gjoutant des contraintes de préservation de volume et un
modele de propagation des ondes sinusoidales au travers du réseau. Plus récemment, le modéle
masses-ressorts fut utilisé pour la modélisation de textiles tissés. Provot [Provot 1995], en
imposant une distance maximale d’ élongation, garantit une réponse non linéaire des ressorts.
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Boux de Casson [B. de Casson 2000], autorise I’élimination de certaines connections dans le
réseau pour simuler des déchirures.

Figure 21 Réseau masses-ressorts bidimensionnel.

En raison de sa simplicité, le modéle masses-ressorts a connu un vif succés au sein de la
communauté de I'animation par ordinateur. D’implémentation rapide et potentiellement
paralélisable, ce type de modéle permet d’ obtenir des animations de bonne facture avec une
certaine économie de moyens. Par contre, ce type de modélisation, tout comme les autres
d ailleurs, devient problématique lorsque I’ on cherche a représenter des matériaux assez rigides.
En effet, & mesure que I’ on augmente la raideur k des ressorts liant des particules de masses m,
le pas de temps h décroit conformément alarégle de Coulomb.

h= 7 (34)

Baraff [Baraff 1998] propose aors d'utiliser une méthode d'intégration d' Euler implicite pour
résoudre le systeme d équations différentielles (3.3) réputé pour étre un probléeme « raide »
(vous pouvez vous reporter au chapitre consacré a |’ intégration numérique pour une définition
de ce terme). Bien que la méthode de Baraff garantisse |a stabilité de la solution méme pour des
pas de temps élevés, son domaine d application est restreint au cas d' efforts linéaires. Dans le
méme état d’ esprit, Volino étend la démarche au cas des efforts quadratiques en utilisant une
méthode d'intégration implicite dérivée de la méthode du point milieu [V olino 2000].

Un autre inconvénient du modéle masses-ressorts réside dans I'identification des parameétres.
Dans une optique de simulation ou I’on dispose des caractéristiques physiques du matériau,
quelle structure de réseau privilégier ? Quelles raideurs choisir ? En guise de réponse, Van
Gelder [Van Gelder 1998] a démontré I’ impossibilité de régler les raideurs d’' un modél e masses-
ressorts afin de le faire coincider avec un modéle continu de la matiére.

2.1.2 Modele a base de particules

A I'image du comportement microscopigue, les interactions entre particules interviennent ici
sous la forme de forces d attraction répulsion. Le modéle a base de particules, a I'inverse du
modéle masses-ressorts, n'est pas un modéle structuré : Cozot [Cozot 1996] utilise le terme de
modele lagrangien libre-libre pour désigner les modeles a base de particules pour les distinguer
des modéles lagrangiens libres définis a partir d’ un maillage discret évolutif. Les particules sont
donc libres et peuvent potentiellement interagir avec toutes les autres particules, alors que le
model e masses-ressorts réduit le nombre d’ interactions aux « voisins » de la particule au sein du
réseau structuré. Dans la pratique, on a aussi recours a une notion de voisinage lors du calcul
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des interactions entre particules afin de réduire I'importante combinatoire résultant d’ un grand
nombre de particules. Ici le voisinage n'est pas issu d' un graphe de connexion mais d’ une
distance inter-particules qui correspond a un seuillage des forces d' attraction répulsion (Figure
22). Le grand intérét des systémes de particules réside dans la nature a priori quelconque de
I"énergie potentielle dont dérivent les forces d'attraction répulsion. Terzopoulos et al.
[Terzopoulos 1989] simulent des matériaux en fusion en faisant varier I'intensité de la force
d’interaction entre deux particules en fonction de la température, jusgu’a |’ annuler pour rendre
les particules libres de tout mouvement. Breen et al. [Breen 1992] mettent a profit cette
flexibilité pour simuler le drapé d'un tissu a I'aide d'un systéme de particules. L’ énergie
potentielle du systéme est composée d'une énergie de répulsion pour empécher le
chevauchement de matiére et d'énergies pour résister a la traction, a la flexion et au
cisaillement. Bien que les résultats soient satisfaisants, la méthode se limite au cas de la statique
et surtout, les coefficients de ces énergies sont complétement empiriques. Deux ans apres, ils
proposent une amélioration de leur modéle [Breen 1994] en utilisant des données
expérimentales issues de tests de Kawabata [Kawabata 1980]. Volino et al. [Volino 1995]
optent aussi pour un systéme de particules mais pour modéliser le mouvement des textiles. Ils
déduisent leurs énergies de la théorie de I’ dlasticité des coques minces. Enfin, Eberhardt et al.
[Eberhardt 1996] s'inspirent aussi des données expérimentales de Kawabata pour proposer un
modél e dynamique de tissu a base de particules.
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Figure 22 Systéme de particules et I’ énergie potentielle d' attraction répulsion associée. La limite de la
zone d' influence entre particules est symbolisée par le cercle en pointillés.

Le modéle a base de particules qui ne souffre pas du probléme crucia d'identification des
parametres pose tout de méme un probleme. En effet, quelle est la validité d’ une telle approche,
issue d'une observation des phénoménes microscopiques d'attraction répulsion, a |'échelle
macroscopique ? De maniére équivalente, quelle taille de particules choisir pour obtenir un
modele cohérent ?

2.1.3 Modele SPH

Le modéle SPH [Benz 1988] qui signifie Smoothed Particle Hydrodynamics est une variante du
modéle a base de particules. |l a été introduit par les physiciens pour simuler de facon plus
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exacte la dynamique des fluides. Ici, les particules sont désormais considérées comme des
positions d échantillonnage de quantités continues, caractéristiques du milieu simulé. Une
expression continue de ces quantités est obtenue par lissage des valeurs échantillonnées al’ aide
d' un noyau de lissage W, . Ce noyau de lissage fournit la distribution massique sur une plage de
longueur h. Ainsi un champ scalaire continu f : R®* — R , dont on connait seulement les valeurs
f, estimées aux points d’ échantillonnage représentés par les particules, peut étre approché par
lafonction suivante :

<f(r)>=2m

m, p(l‘j)Wh (r-r) (35)

La fonction p:R®—>R représente la densité massique du milieu, m; est la masse de la
particulej.

Plus encore, des valeurs échantillonnées f, du champ f, on peut déduire une expression
continue approchée de son gradient :

(Vi(r)=2m

VW, (r—r, (3.6)
j P (rj ) h ( i )

Cette démarche, qui offre toute la souplesse du modéle a base de particules, permet de formuler
des équations d' état a partir de quantités continues. Le modéle SPH est donc plus proche de la
nature continue du milieu qu'il représente conduisant & des simulations de meilleure qualité.
Desbrun [Desbrun 1997] utilise ce modéle pour simuler des corps hautement déformables.

2.2 Mécanique des milieux continus

Configuration
de référence

Configuration
instantanée

Figure 23 Représentation des configurations de référence et instantanée d’ un milieu déformable.

Cette deuxiéme section recense les méthodes qui s appuient sur | hypothése de continuité de la
matiére constituant le corps déformable. Cette fois-ci le corps n'est plus représenté par un
ensemble discret de particules (x' (t)),.,.,,. On définit une application continue r caractérisant la
forme instantanée de I’ objet. En fait, le terme r(r°,t) correspond ala position al’instant t d’ une
particule identifiée par saposition r° dans une configuration de référence (Figure 23).
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L’ évolution du corps déformable est alors régie par I’ éguation suivante :

2 u(r® t)—(r ) [+y(° t) ( r°,t) +6—8(r°,t) =f(r(r’,t),t) (3.7)
at or

n(r’t) est la densité massique du corps déformable dans la configuration de référence, y un
coefficient d’ amortissement, & (r°,t) une énergie potentielle & astique responsable des efforts de
cohésion interne et f (r(r0 ,t),t) le vecteur résultant des efforts extérieurs.

2.2.1 Modele de Terzopoulos

Terzopoulos et al. [Terzopoulos 1987] choisissent une formulation proche de I’ éguation (3.7)
pour décrire I’ évolution d’ un corps déformable.

;[p(a )X (a, t)j+y(a )L (a,0) +—(a t)=f(r(a,t),t) (3.8)
Dans leur modéle, le paramétre a de I'éguation (3.8) ne représente pas obligatoirement la
position dans I’ espace de la particule pour une configuration de référence. En I’ occurrence, ils
considérent des objets déformables définis a partir de courbes, surfaces ou volumes
paramétriques. Ce choix est motivé par la volonté de pouvoir animer des objets issus d’'une
modélisation géométrique a base de surfaces de Bézier ou de surfaces NURBS. Ains le
paramétre a correspond a I'indice paramétrique sur une courbe, surface ou volume identifiant
une particule. Sous ces conditions, le paramétre a n’'est pas rattaché a une grandeur physique.
Afin de caractériser le changement de forme de I’objet, ils choisissent d'utiliser le tenseur
métrique G(a,t).

T or Tar

or
G(at) =g(a ) (a t) Go(a) ( ) ( ) (3.9
Ce tenseur permet de mesurer la dilatation de deux fibres matérielles a I'instant t autour de la
particule identifiée par le paramétre a, en fonction de deux directions paramétriques (Figure 24).

Intuitivement, on peut rapprocher I’expression du tenseur métrique G(a,t) avec celle du
tenseur de Cauchy-Green C(ro,t) de la théorie de I' élasticité (le lecteur trouvera la définition
du tenseur de Cauchy-Green dans e chapitre consacré a |’ élasticité non linéaire continue). Mais
dans la mesure ou le parametre a ne correspond pas systématiquement a une position de
I’ espace, |e tenseur métrique est dépourvu de toute grandeur physique.

La déformation locale instantanée du corps autour d' une particule identifiée par a est aors
obtenue par |a différence des tenseurs métriques G(a,t) et G°(a) correspondant respectivement
ala configuration instantanée et ala configuration de référence. L’ énergie totale de déformation
est déduite par sommation :

£W=] |G- Go(a)Hj da (3.10)
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Comme les tenseurs métriques ne correspondent pas a des grandeurs physiques, les coefficients
de la norme matricielle ||.||, ne peuvent étre identifiés a des quantités caractéristiques du
matériau et doivent étre par conséquent fixés de maniere empirique.

dr®?, C (r° ,t)
Tenseur de Cauchy-Green

Configuration
instantanée

G°(a) G(at)

Configuration da?
de référence

a dal

Espace
paramétrique

Figure 24 Illustration du tenseur métrique, comparaison avec le tenseur de dilatation de Cauchy-Green.

Au vu de I'expression complexe des équations a résoudre, Terzopoulos procéde a plusieurs
simplifications. |l effectue une troncature dans I’ expression de la variation 8¢ /or de |’ énergie
de déformation pour ne conserver que les termes d ordre 2. Puis, s appuyant sur une grille
discréte réguliére, il débouche sur le systéme différentiel suivant :

MO D =t (3.11)

o> ot T '

La matrice M est la matrice des masses (i.e. mass matrix), la matrice D est la matrice
d’amortissement (i.e. damping matrix) et la matrice K(r) est la matrice des raideurs (i.e.
stiffness matrix). Enfin, les vecteurs r et f correspondent respectivement aux vaeurs des
fonction r et f, échantillonnées aux points de la grille réguliére. || substitue alors I’ ensemble des
dérivées partielles par des différences finies. Bien qu'il considére des équations régissant le
mouvement d’'un milieu continu, Terzopoulos a recours a une discrétisation du milieu en une
grille réguliere pour la résolution de ces équations: résolution qui demeure colteuse car elle
nécessite a chaque itération I’ inversion de la matrice des raideurs K(r) .

En 1988, Terzopoulos et Fleischer [Terzopoulos 1988] proposent une modification du modele
initial en décomposant le mouvement d'un corps déformable en un mouvement rigide
(trandation et rotation) et une déformation. Ainsi, en considérant de petits déformations, il
suppose la matrice des raideurs K constante, accélérant ainsi |es temps de calcul des animations.
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2.2.2 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une méthode d’analyse numérique pour la recherche de
solutions approchées d’ égquations d’ évolution. Les équations d’ évolution englobent a la fois les
équations différentielles ordinaires (EDO) ainsi que les équations aux dérivées partielles (EDP).
Cette méthode trés populaire dans de nombreux domaines comme la mécanique, la biochimie
mais auss |’économie a fait I'objet de nombreux ouvrages dont ceux de Zienkiewicz
[Zienkiewicz 1977], de Bathe [Bathe 1982], de Hughes [Hughes 1987]. Je conseille aussi au
lecteur le cours tres didactique de Garrigues [Garrigues 2001].

Je détaille le déroulement de la méthode des éléments finis pour le probleme d évolution
suivant :

A(u(x))=f(x) VxeQ (problémedévolution)

- o (312
u(x)=g(x) vxeoQ (conditionsaux limites)

Trouver u: Q — R telle que {

A est un opérateur différentiel.

Le but de la méthode est de déterminer une solution approchée ((x) de I’ équation (3.12), définie
par morceaux sur des sous-domaines €); de I’ensemble Q. Chaque restriction 0, (x) dela
solution approchée G(x) au sous-domaine €, est en fait un polyndme interpolant les valeurs de
la solution en des points caractéristiques du sous-domaine. De fagon plus précise, la méthode
des ééments finis se décompose en plusieurs étapes :

(1) Le maillage consiste a découper le domaine Q en sous-domaines €, appelés mailles.
Au sein de chague maille, on choisit un ensemble de neeuds correspondant aux points
d’ échantillonnage de la solution approchée de I’équation (3.12) et d'une fonction
d’interpolation permettant d’ exprimer les valeurs de la solution approchée en tout point
de la maille Q,. Une maille dotée a la fois de ses nouds et de sa fonction
d interpolation est appel ée élément.

2 Laformulation variationnelle consiste a transformer le probléme d’ évolution (3.12) en
un problémeintégral de laforme:

Trouver u:Q > R telle que [ A(u())y (X)dx= [ f (x)y ()dx (3.13)

En exploitant I intégration par parties (ou la formule de Green-Stokes en dimension plus
élevée), on peut procéder a des simplifications visant adiminuer |’ ordre de dérivation de
lasolution du probléme initial.

(©)) La discrétisation permet, en choisissant un ensemble fini de n fonctions v
particulieres, de générer un nombre fini de n équations linéaires dont les inconnues sont
les valeurs de la solution approchée et de ses dérivées successives estimées en chague
noaud du maillage.

La méthode des éléments finis, réputée pour étre colteuse en temps de calculs, a été utilisée en
synthése d’'images dans sa forme la plus simple. Les ééments considérés sont des tétragdres,
privilégiés pour la forme triangulaire de ses cotés qui constitue une forme de base pour la
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définition géométrique des surfaces en synthése d'images. Les noauds sont au nombre de 4 par
élément, coincidant avec les sommets des tétraédres. Ainsi, puisque des tétraedres voisins
partagent les mémes noauds, la méthode garantit la continuité de la solution entre deux éléments.
Enfin, lafonction d’ interpolation se réduit a sa plus simple expression, ¢’ est-a-dire une fonction
linéaire. Ce modele particulier d' éément est appelé élément de type P1.

Si I’on considére I’ équation (3.7) qui régit le mouvement d’un milieu continu déformable en
utilisant comme inconnue le déplacement u(t) =r(t)—r° subi par la particule plutdt que sa
position instantanée r(t), la méthode des éléments finis de type P1 donne le systeme
différentiel suivant :

Mii+Dui+Ku=f (3.14)

Le systéme différentiel (3.14) est trés similaire au systéme (3.11) obtenu par I’ utilisation des
différences finies dans |’ approche de Terzopoulos. Pour des raisons de performance, on suppose
dans la plupart des cas que la matrice de raideur est constante. Cette hypothése, qui signifie que
les efforts élastiques sont proportionnels aux déplacements, me place dans le cadre de la théorie
de I'éladticité linéaire. L’ équation (3.14) n'est dors valide que pour des petits déplacements
restreignant ainsi le champ d’ application de la méthode des élémentsfinis.

Parmi les premiers travaux utilisant la méthode des é éments finis, on peut citer celui de Gourret
et Thamann [Gourret 1989] dans lequel ils exploitent cette méthode pour simuler les
déformations de la peau d’une main serrant une balle. Méme en négligeant |la dynamique pour
ne résoudre que des problémes statiques successifs, les temps de calculs demeurent trés
importants. Collier et al [Collier 1991] ainsi que Eischen et al [Eischen 1996] s'inspirent des
méthodes de simulation des membranes pour mettre au point un modeleur de textiles tissés pour
en étudier le drapé. Dans ce cas de figure aussi, la méthode des éléments finis se révéle lourde et
donc peu adaptée a des applications temps réel.

Pour pallier aux problemes de temps de calcul, Bro-Nielsen et Cotin [Bro-Nielsen 1996]
proposent une méthode dite de condensation qui consiste a traiter les noauds de la surface et
ceux de I'intérieur séparément. En considérant que seul |e déplacement des noauds de la surface
est visuellement pertinent, ils diminuent drastiquement le nombre de noeuds a animer. Pour les
besoins de sa thése, Cotin [Cotin 1997] propose une autre démarche d' optimisation qui repose
sur la propriété de superposition des efforts en élasticité linéaire. Partant de |I’idée que pour une
déformation double I'intensité des efforts sera double, il pré-calcule les efforts d éasticité
interne pour un éément de référence unitaire. Les efforts a appliquer a un élément de la
configuration instantanée sont obtenus par homothétie, autorisant des applications temps réel en
simulation chirurgicale. Mais tous les modéles précédents reposent sur I'invariance de la
matrice des raideurs K, restreignant le champ d application de ces méthodes aux petits
déplacements. Plus récemment, Picinbono [Picinbono 2001] propose une utilisation de la
méthode des ééments finis dans un contexte temps réel en utilisant une énergie éastique non
linéaire en s appuyant sur le modéle de St Venant-Kirchhoff. La non-linéarité de la déformation
vis-avis du déplacement engendre une baisse significative de la performance, incompatible
avec leur optique temps-réel. Picinbono utilise en fait un modéle adaptatif lui permettant de
basculer entre une représentation linéaire ou non-linéaire de la déformation en fonction de
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I”ordre de grandeur du déplacement. Dans la mesure ou le contexte applicatif consiste en des
manipulations ponctuelles d’ un organe virtuel inerte, le modele adaptatif se révéle tout a fait
efficace.

2.2.3 Modele « dynamique modale »

Ladémarche de Pentland et Williams [Pentland 1989] qualifiée de dynamique modale est en fait
une stratégie de simplification des équations (3.14) issues de la méthode des éléments finis. Ils
supposent que la matrice d’ amortissement est une combinaison linéaire de la matrice des masses
et de la matrice des raideurs conformément au modele de Raleigh (i.e. D=aM + BK). lls
déterminent alors une base de vecteurs propres (@'),..., M-orthonormale de la matrice MK .
On aaorslesrelations suivantes:

K®' =0 M®' avec w’ valeur propre de MK

3.15
®'M®=1 o1 ®=(®" - @) (215
Del’équation (3.15), on déduit |’ égalité suivante :
of
K®=M®Q* avec Q°= = O'Kd=1 (3.16)
2
(’On
Sous ces conditions, le systéme différentiel (3.14) admet une nouvelle expression.
u+DuU+Q’u=®'f avec u=>0u (3.17)

ol la matrice D est diagonale. Ainsi s I'on pose f=®'f, le systéme diagonal (3.17) est
équivalent aux n éguations linéaires indépendantes suivantes :

G+D,0+0’0 =1 1<i<n (3.18)

En changeant de base de représentation, le probléme initial formulé en termes de déplacement
sinterpréte grace a |'éguation (3.18) comme une superposition de modes vibratoires
indépendants. Un premier avantage de ce type d approche réside dans la nature fortement
paraléle du nouveau probléme. Les équations étant indépendantes ; elles peuvent étre résolues
simultanément au sein d’ une architecture paralléle. L’ autre avantage réside dans la possibilité de
supprimer certains modes vibratoires sans altérer le comportement global du corps déformable.
Puisque la fréquence du mode vibratoire est proportionnelle aux valeurs propres, les équations
associ ées a de grandes valeurs propres peuvent étre alors négligées.

2.2.4 Modeéle « dynamique globale »

Cette approche proposée par Witkin et Welch [Witkin 1990] s appuie sur les équations de
Lagrange pour décrire le mouvement d’ un corps déformable.
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d(oK) oK
E(a_xj 5O (3.19)

lls choisissent délibérément de ne considérer que des déformations équivalentes a des
transformations linéaires. Ainsi, la position instantanée d’ une particule de |’ objet déformable est
déduite de sa position p dans la configuration de référence et de la matrice de transformation R

X = Z R p; + R, (3.20)

On considére alors les coefficients de la matrice R comme étant les nouvelles inconnues de
Lagrange du systéme. Ce changement d’inconnues permet de déboucher sur I’ expression d' un
nouveau systéme différentiel constitué de 16 équations seulement.

RM=Q aec Q=) ka—;k (3.21)

En plus de diminuer considérablement Ie nombre des inconnues, cette méthode en animant le
corps dans sa globalité fait disparaitre tous les phénomeénes oscillatoires permettant ainsi
d'utiliser des pas de temps relativement éevés lors de [I'intégration numeérique.
Malheureusement, cette méthode se restreint aux transformations linéaires. Deux ans plus tard,
Baraff et Witkin [Baraff 1992] proposent une extension de la démarche aux transformations
polynomiales mais se limitent au cas des polynémes du second degré.

2.3 Synthese

Mécanique  Préservation

Structuré des Milieux Continuité  Multi Echelle
Continus Matérielle

M asses-Ressorts oul NON NON oul
Particules NON NON NON oul

SPH NON oul oul oul

Modele Terzopoulos oul oul NON oul
Eléments finis oul oul NON NON
Dynamique modale oul oul NON oul
Dynamique globale oul oul oul NON
Variétés Splines Dynamiques oul oul oul oul

Tableau 1 Approches classiques pour |" animation dynamique de corps déformables

En guise de synthese, je rassemble |les approches précédemment citées au sein du tableau 1. Le
modéle qualifié de « variétés splines dynamiques » correspond au modéle aternatif et innovant
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que je propose. Les propriétés de ce modele, mentionnées dans les colonnes du tableau, sont
développées dans la section suivante.

3 Modele « Variétés Splines Dynamiques »

Tout comme les modéles présentés précédemment, le modele que je propose se plie a la
contrainte que constitue la réduction du nombre de paramétres caractéristiques. Jai ainsi opté
pour une modélisation qualifiée de modélisation spline des objets déformables continus. Pour
préciser cette notion de modéisation spline, j’ emprunterai cette remarque formulée par Carole
Blanc dans sathese [Blanc 1994] :

«Les objets splines sont des modeéles mathématiques qui permettent d'associer une
représentation paramétrique continue a un ensemble fini de points de I’ espace »

La configuration d’un corps déformable est entiérement déterminée a partir d’ un réseau fini de
points caractéristiques de I'espace R®, appelés points de contrdle. La position de toute
particule constitutive de I'objet déformable est alors obtenue par combinaison linéaire des
positions des points de contrble, pondérée par des fonctions de mélange. Ce choix de
modélisation a de nombreux avantages dont :

e La garantie de la finitude des degrés de liberté correspondant aux coordonnées des
points de contrdle. En effet, les positions de toutes les particules de I’ objet spline sont
entierement conditionnées par les positions des points de controle.

o La souplesse et la richesse de formes gu’ offre le modéle spline. En effet, |’ utilisateur
responsable de la modélisation dispose d'un outil mathématique puissant lui permettant
de réaliser des objets de synthese aux formes trés variées.

e La popularité du modéle spline n’est plus a prouver. Il s'est largement imposé avec
I”épanouissement des techniques de conception et de fabrication assistées par
ordinateur. Le modéle spline est donc un éément incontournable dans la culture de
I"informatique graphique au vu du nombre important de logiciels de modélisation qui
I’ utilisent. Cet état de fait me donne la garantie de pouvoir concevoir aisément les objets
gue je souhaite par la suite animer.

De par I'identification paramétrique des particules, ce modéle peut étre comparé a celui proposé
par Terzopoulos. En effet, le modél e que je propose englobe alafois les définitions de courbes,
surfaces et volumes splines. Mais contrairement au modéle de Terzopoul os, j’ attache une grande
importance a la nature continue de I’ objet déformable. Je considére une répartition continue de
la matiére en accord avec la continuité du modéle géométrique. Dans ce modéle, la masse n’ est
donc pas répartie parmi un ensemble discret de points matériels caractéristiques, le distinguant
des modél es masses-ressorts ou a base de particules.

La particularité de la définition géométrique d’ une variété spline (combinaison linéaire de points
de controle pondérée par les valeurs des fonctions de mélange) me permet de procéder a de
nombreuses simplifications formelles des équations du mouvement. Ainsi, le systéme
différentiel issu des simplifications, demeure équivalent aux équations de départ tout en
exhibant des propriétés structurelles intéressantes (matrice des masses composée de trois blocs
identiques constants par exemple). Il est important de mentionner que je n’ai recours a aucune
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étape de discrétisation supplémentaire. Cette démarche de conservation des éguations continues
du mouvement est similaire a |’ approche utilisée pour le modele SPH : des équations d’ état
continues sont plus proches de la nature du milieu gu’elles simulent et permettent donc de
calculer une solution plus proche de la solution exacte.

Enfin la généricité de modéle spline permet d envisager des formes alternatives pour la
génération du mouvement. Au lieu d’ animer un objet complexe par I'intermédiaire de ses
parameétres caractéristiques souvent trop nombreux, on peut considérer son évolution de maniére
globale en le supposant plongé dans un volume paramétrique défini & partir d’ un réseau régulier
de points de contréle. Cette démarche est assimilable a la méthode des «Free Form
Deformations » [ Sederberg 1986] [Coquillart 1990] [Coquillart 1991] ou chaque point de I’ objet
a déformer est considéré a paramétres constants au sein d’'un volume englobant. Contrairement
aux approches déja proposees, I’innovation de mon approche repose sur le fait que je considere
les points de contréle du volume englobant comme les nouvelles inconnues des équations du
mouvement. Cette démarche peut étre percue comme une généralisation du modéle de
« dynamique globale » proposé par Witkin et Welch dans la mesure oul il ne se restreint pas a
des transformations linéaires ou quadratiques. Cette démarche est détaillée dans le chapitre
consacré alaréduction de paramétrage.






VARIETES SPLINES
DE DIMENSION D

Pour les besoins de sa thése, Jean-
Michel Nourrit a proposé un modéle de fils
définis a partir de courbes splines
matérielles. Ce choix, couplé avec une
description du mouvement a |'aide des
équations de Lagrange, révéle de nombreux
avantages dont la garantie de la continuité
de la définition géométrique du systéme mais
auss de sa répartition massique. Ces
premiers résultats satisfaisants nous ont
encouragé a poursuivre dans cette voie en
adoptant une démarche dictée par la volonté
du groupe danimation daboutir a la
réalisation d'une plate-forme d'animation
générique.

Au sein de cette partie, je commence
par proposer une expression générale d' une
courbe spline, indépendante de la nature de
ses fonctions de mélange, généralisant ains
letravail effectué par Jean-Michel Nourrit.

Dans un deuxiéme temps, au vu de la
similarité des formulations splines associées
a des courbes, des surfaces et des volumes, je
propose une deuxieme abstraction dans
I’étape de modélisation en donnant une
nouvelle formulation indépendante a la fois
des fonctions de mélange et désormais de la
dimension intrinseque de I'objet. Ainsi, les
courbes, surfaces et volumes splines se

trouvent étre rassemblés dans un cadre
théorique unifié que je choisis de qualifier de
variété spline de dimension d.

L'implantation informatique du
concept de variétés splines se veut tout aussi
générique. Je détaille comment, en exploitant
les notions de polymorphisme et de
généricité de la conception objet, j’aboutis a
une structure informatique des variétés
splines fidele a leur définition mathématique.

Le point fort de cette modélisation
réside dans notre capacité a conserver une
description continue du milieu sans avoir
recours a une étape de discrétisation
supplémentaire. Une des lacunes principales
du modéle initial proposé par Jean-Michel
résidait dans I'expression de efforts
élastiques internes qui auparavant étaient
modélisés par des ressorts disposés dans un
réseau discret de points caractéristiques de
la variété. Je propose alors une premiere
formalisation des efforts issues d’ une énergie
continue de déformation se limitant pour le
moment au cas des cour bes.

Enfin, jexploite la richesse du
modéle de variétés splines pour proposer une
méthode de réduction de paramétrage que
j"applique a la simulation de textiles tricotés.
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GEOMETRIE DES VARIETES SPLINES

1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de détailler la démarche que j’a entreprise pour bétir le modele
géométrique de variété spline. Je commence par donner une expression générique d' une courbe
spline, indépendante de la nature de ses fonctions de mélange. Cette expression garantit dans
tous les cas de figures la propriété de localité par I introduction du concept de segments splines.
Puis, au vu des similarités existantes dans les expressions unidimensionnelle, bidimensionnelle
et tridimensionnelle des objets splines, je propose un modéle novateur, considéré comme
I”unification des représentations linéiques, surfaciques et volumiques. Je termine en présentant
le modéle informatique codant une variété spline qui lui aussi refléte cette volonté d unification
de lareprésentation. Le modéle de variété spline dans sa dimension géométrique, cinématique et
dynamique a fait I’objet de publications dont une dans la revue internationale The Visual
Computer [Remion 2001].

2 Courbe spline

Afin de préciser ce que j'entend par modélisation spline, j’emprunterai a Carole Blanc la
définition d' une courbe spline qu’ elle proposa dans sa thése de doctorat [Blanc 1994] :

Soient un ensemble de points p' € R® et des fonctions b :[0,1] >R avec 1<i < n. On appelle
courbe spline |I’ensemble continu C des points dont la position est donnée par la formule
suivante :

p(©) = Zq @p  c[0]] (1.1)

Les points p' € R® sont appelés les points de contrdle et |’ ensemble de ces points, noté R, est
appelé réseau de controle de la courbe spline. Lesfonctions by correspondent aux fonctions de
mélange (i.e. d’influence) associées respectivement aux points p' € R® (Figure 25).
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Fonction de position

p©) =20 )P

O
pl
..., Opi+1
p’ O .

Figure 25 Courbe spline définie a partir de n points de contréle.

II' me semble important de signaler que la définition d'une courbe spline (1.1) est entiérement
indépendante de |la nature de ses fonctions de mélange. Cette définition fournit une expression
mathématique unique, englobant toutes les familles de courbes splines. Ainsi les courbes
interpolantes telles que les courbes d Hermite [Barnhill 1974], de Catmull-Rom [Catmull 1974],
TCB [Kochanek 1984] ou bien les courbes approximantes telles que les courbes de Bézier
[Bézier 1966, 1977] [Farin 1990], les B-splines [Riesenfeld 1973] [Foley 1989], les B-splines
[Barsky 1981, 1983], les NURBS [Piegl 1991] sont réunies sous une méme formulation et
autorisent une certaine abstraction dans le processus de modélisation spline vis-avis de la
nature des fonctions de mélange.

Cependant, la formulation proposée en (1.1) met en évidence une forte dépendance entre les
différents points de contrdle p', suggérant que les n points de contréle interviennent dans le
calcul de laposition p(w) . Je choisis alors d' adopter une définition alternative pour une courbe
spline. En fait, & partir d'un réseau de contréle commun R, je construis plusieurs courbes
splines contigués que je nommerai par la suite segments splines. Le terme de courbe spline
désigne la réunion de ces segments contigus. Cette idée (illustrée par la Figure 26) peut étre
mathématiquement formalisée de la maniére suivante :

Soient un ensemble de points p' € R* avec 1<i <n, un nombre ns de segments et des fonctions
b/ :[0] >R avec 1<i<n, 1<j<ns. On appelle segments splines les ns ensembles
continus C' des points dont la position est donnée par I’ expression suivante :

p (0)=>bl(0)p' 1<j<ns oe[0]] (1.2
i=1
L’ expression de la courbe spline C est déduite de larelation (1.3) :

c=Jc (1.3)
j=1
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Fonction de position du segment j

P (0)=3b! (@)p

©)
D

Figure 26 Courbe spline composée de ns segments.

Ainsi, un point de la courbe spline C est identifié par son numéro de segment j et son indice
paramétrique o dans ce segment. On définit alors une fonction de position globale pour
I’ ensembl e des points de la courbe spline.

:{{L...,ns} x[0,1] » R L4

(j,0) > p(j.0)=p’(©)

L’introduction de cette notion de segments splines a plusieurs conséquences importantes. En
I” occurrence la définition (1.2) permet d’imposer |a propriété de localité a une courbe spline et
ce, quelque soit la nature des fonctions de mélange. Cette propriété de localité garantit que
I’évaluation de la position p(j,) ne dépend que d'un petit nombre de points de contrdle.
Géométriquement, le déplacement d’'un point de contréle n’ affecte qu’ une partie de la courbe.
De facon pratique, cette propriété est réalisée en imposant que, pour un segment j dépendant
d'un sous-ensemble R’ du réseau de contréle R, les fonctions de mélange b’ soient
identiquement nulles en dehors du sous ensemble R’ . La Figure 27 illustre cette propriété de
localité en montrant son effet sur I’ alure générale d’ une courbe spline.

Q Q OO0 O—0 Q

O Points de contrble
Segment 1
= Segment 2

O Segment 3
= Segment 4

Q @ Qe O—0O Q

Figure 27 Illustration de lalocalité.

Afin d'illustrer le modéle de « segments splines » que je propose, je donne quelques exemples
de courbes splines classiques exprimées dans mon formalisme. Mais auparavant, je rappelle
plusieurs définitions relatives aux propriétés des courbes splines.
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Une courbe spline vérifie la propriété de normalité si ses fonctions de mélange b’ vérifient
I’ égalité suivante :

vjl<j<ns: Y b/(©)=1 Vo e[0,] (1.5)
i=1

L es courbes splines vérifiant I’ égalité (1.5) sont alors qualifiées de courbes normales.

Une courbe spline est une courbe d’interpolation des points p* (L<k <n)s elle passe par
" ensemble des points de contrdle p* (1<k<n).

Les courbes splines qui ne sont pas des courbes dinterpolation sont des courbes
d’approximation.

2.1 Courbe d’Hermite

o Points de contréle
== Segment 1
Segment 2
= Segment 3

Figure 28 Courbe d’ Hermite composée de 3 segments, 6 points de contrdle.

Les fonctions de mélange s expriment de lafagon suivante :

, H_. s j<i<j+3

bl'(oo)={ (@) IR (1.6)
0 sinon

ou lesfonctions H, sont les polyndmes d’ Hermite définis comme:

Hl(m)z—co+2mz—m3
H =1-20° +o®
(@) @ (1.7)
Hy(0)=0+0’-0°
H,(0)=-0’+o°

Les courbes d’ Hermite sont des courbes normales, d’ interpolation des points p* 1<k <n). Et
les courbes d’Hermite sont des courbes de continuité C*. En effet, deux segments splines
d’Hermite j et j+1 coincident au point p(j,1) =p(j +1,0)=p'*2. De plus, la pente & droite et a
gauche au point p'** est égale &lamoitié du vecteur d extrémités p'*™* et p'** (Figure 28).
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2.2 Courbe de Catmull-Rom

-

Q O Points de controle
Courbe de tension=0
= Courbe de tension=1
== Courbe de tension=2

Q

Figure 29 Courbes de Catmull-Rom composées de 3 segments, 6 points de contréle pour des tensions
égalesal, 1 et 2.

Les fonctions de mélange d’ une courbe de Catmull-Rom s’ expriment de la facon suivante :

j _C,_j((o) s j<i<j+3
bl w)= {O sinon (18)

ou lesfonctions C, sont les polyndmes définis comme:

0O

(0)=p(-0+20°-0°)

(0)=1+(p -0’ +(2-p)o°®
s(0)=po+(B-2p)w’+(p - 2o’
(@)

0

2

(1.9)

O O
1

J(0)=p(-0°+0°)

Le paramétre p est un paramétre de tension qui influe sur la norme de la pente autour de
chaque point de contrble. Les courbes de Catmull-Rom sont des courbes normales,
d’interpolation des points p* (L<k < n) . Et les courbes de Catmull-Rom sont aussi des courbes
de continuité C*, pour les mémes raisons que les courbes d’ Hermite. D’ailleurs, les courbes
d’Hermite sont un cas particulier de courbes Catmull-Rom pour une tension unitaire (Figure

29).
2.3 Courbe de Kochanek (i.e. courbe TCB)

Les fonctions de mélange s expriment de la fagon suivante :

b (m)z

{Kij(@) s j<i<j+3 (1.10)

0 sinon

ou lesfonctions K, sont les polyndmes définis comme:
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Ki(o)=-ko®+2kn® - ko

Ky(0)=(2+k —ky—k, o +(ky + 2(k, — k) = 3)o? + (K, — k, ) La1)
Ky (@)= (K, + ks —k, = 2)0° + (K, —k; — 2K, + 3)0 + ko '
K4(c0) 2(0 — 2c0

aveck, = %(1— tension)(1+ continuité)(1+ bias)
k, = %(1— tension)(1+ continuité)(1- bias)
ks = %(1— tension)(1- continuité)(1+ bias)

k, = %(1— tension)(1- continuité)(1- bias)

Les courbes de Kochanek sont des courbes normales, ' interpolation des points p* (1<k < n)
de continuité C*.

2.4 Courbe de Bézier

Les fonctions de mélange d' une courbe de Bézier de degré 5 s expriment de lafagon suivante :

, B®, S Aj-D+1<i<4(j-1)+5
b/ (o) = |—4(1—1)+1(.°°) (i-1 (i-1) (112)
0 sinon
ou lesfonctions B> sont les polyndmes de Bernstein définis comme:
B%(0)=Cl1-0)"'o' ol G =—> (1.13)
)= T e 5= (5! '

Les courbes de Bézier de degré 5 sont des courbes normales, d approximation mais
interpolantes aux points p>. Les courbes de Bézier sont de continuité C° seulement. On peut
garantir une continuité C* autour d’un poi nt p*, extrémité commune de deux segments splines
de Bezier, s'il est milieu du segment [p**,p“™].

k-1 k+1
p* = % (1.14)

3 Extension aux dimensions supérieures
3.1 Surface et volume spline

Le modele spline est un formalisme mathématique intrinséquement riche et puissant. Hormis sa
capacité d’ abstraction vis-a-vis des fonctions de mélange, la définition d’ une courbe spline (1.2)
est naturellement transposable aux cas des surfaces et des volumes splines.
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Ainsi, si I'on considére un réseau bidimensionnel de points de contréle p"" associés & des
fonctions de méange de deux variables réelles o, et ®,, on définit des sous-surfaces splines
Sz communément appelées « patches » dont la position des points est donnée par |’ équation
(1.15):

ph Jz 0) ,® b111iz ®,,0 '1'2
2 .121.22_1 ip,i 1 2 (115)

1<j, <ns, 1< j,<ns, (0,,0,)€ [O,l]2

Figure 30 Surface spline composée de (2,2) patches.

Les patches Sz sont, en dimension 2, les ééments analogues aux segments C’ d’ une courbe
spline. De plus, du fait de I’ accroissement de la dimension, la notion de succession de segments
splines se transpose en une notion de juxtaposition de patches (Figure 30).

Figure 31 Volume spline composé de (2,2,2) patches.

L’ expression mathématique d’ un volume spline est déduite de la méme démarche utilisée pour
expliciter une surface spline et permet d’ aboutir ala définition synthétisée par I’ équation (1.16).

hu i Pz i
pre (’31'@21(’33 ZZ |1l|22|33 0)1,002,0)3)p1 o
i1=1i=1i3=1 (116)

1<j,<ns,1< j,<ns, 1< j; < s, (0,,0,,0,) € [0,1]3

On remarque une forte similarité entre les équations (1.2), (1.15) et (1.16) qui ne différent que
par la dimension intrinseque de I’ objet spline (courbe, surface ou volume) qui conditionne le
systéme d’indexation et le nombre des sommes. Il est donc apparu pertinent de mettre en place
une nouvelle expression de ces objets splines d’ une part indépendante de la nature de leurs
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fonctions de mélange mais aussi indépendante de leur dimension intrinségue. De cette maniére,
je parlera indifféremment de courbes, de surfaces et de volumes splines en utilisant une
formulation mathématique unique. Pour rendre compte de cette unité d’ expression, je nommerai
désormais ces courbes, surfaces et volumes splines al’ aide du terme de variété spline. Le terme
de variété, emprunté au vocabulaire de la géométrie différentielle [Berger 1987], désigne un
ensemble de dimension d ayant certaines propriétés topologiques que je ne détaillerai pas dans
ce document.

Afin de pouvoir expliciter I’ expression mathématique unifiée d’ une variété spline de dimension
d, il me faut introduire la notion de multi-indice.

3.2 Multi-indice de dimension d

Un multi-indice est un d-uplet que I’on note de la fagon stivante: i=(iy,i,,...,i;) € N. Parmi
ces multi-indices, on en distingue deux particuliers dont je ferai grand usage: le multi-indice
unité noté 1=(11,..,1)e N et le multi-indice élément neutre 0=(0,0,...,0)e N°. Je définis
ici le cardinal d’ un multi-indice de cette maniére :

Vie N :Card(i)=i,xi, x...xig (1.17)
On munit N, I’ensemble des multi-indices, d’ une relation d’ ordre partiel < :
Vi,jeN‘ii<jeo vke{l..d}:i <, (1.18)

3.3 Varieté spline de dimension d

En s appuyant sur les notations introduites pour les multi-indices, on donne la définition d'une
variété spline de dimension d, unification des expressions mathématiques (1.2), (1.15) et (1.16),
indépendante de la nature des fonctions de mélange et de la dimension intrinseque de I’ objet

spline.

Soient un ensemble de points p' e R®* avec 1<i<n, nseN° |e nombre de sous variétés et des
fonctions de d variables réelles bi:[0,]° >R avec 1<i<n, 1<j<ns. On appelle sous
variétés splines, les variétés V! dont la position des points est donnée par I’expression
suivante :

p'(0)= ) bl(e)p' ISans,me[O,l]d (1.19)

1<i<n
Lavariété spline V correspond alaréunion des sous variétés V' :

V= U Vi (1.20)

1<j<ns
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Comme pour le cas des courbes splines, un point de la variété spline est identifié par son indice
de sous-variété j et son indice paramétriqgue o . On définit aors une fonction de position
globale delavariété spline V dont I’ expression est donnée par I’ équation (1.21) :

d d 3
:{me[o,l] R ol Nj, ={jeN":1<j<ns| (1.21)

(i:0) > p(j,0) =p’(0)

® | @ Points de controle p' |

Sous-variéte j

p'(0)= D bi(e)p’

1<i<n

Figure 32 Variété spline de dimension 1.

@ Points de contrdle visibles (au dessus)
@ Points de contréle cachés (au dessous)

p'(0)= D bi(e)p’

Sous-variété j
o [

Figure 33 Variété spline de dimension 2.

Figure 34 Variété spline de dimension 3.
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Ce modéle géométrique de variété spline, générique d'une part vis-avis des fonctions de
mélange mais aussi vis-avis de la dimension intrinséque de I’ objet, correspond au modéle
mathématique que j'ai choisi pour représenter des corps déformables continus a degrés de
liberté finis.

3.4 Coordonnées généralisées

Conformément au formalisme Lagrangien, une configuration géométrique cohérente d’une
variété spline est caractérisée par un nombre fini de paramétres réels suffisants et indépendants.
Ce n-uplet de réels, noté n est appelé vecteur des coordonnées généralisées de la variété
spline. Les coordonnées du vecteur m correspondent aux degrés de liberté du systéme.
Pratiquement, les coordonnées généralisées d'une variété spline sont les coordonnées de ses n
points de contréle. Dans le cadre d’une configuration étendue incluant le temps, le vecteur n
évolue donc dans un espace de configuration U de dimension 3n+1 ou n=Card (n) .

Dans la mesure ou les points de controle de la variété spline sont indexés par des multi-indices
de NY, il me faut mettre en place une fonction de transcodage o, permettant d établir la
relation entre un multi-indice i et I’'indice entier i correspondant aux coordonnées du point de
contréle i dans le vecteur des coordonnées généralisées n . Lafonction o, est une bijection de
I’ensemble N ={ieN’:1<i<n}vers|’ensemble {1...,n} ol n=Card(n), n correspondant
au «nombre» de points de contrdle de la variété spline. L’expression de la fonction de
transcodage o, pour lesdimensions 1,2 et 3 est donnee par I’ équation (1.22).

i s d=1
a, (i) =i, + (i, ~)n, s d=2 (1.22)
i +@,-Dn +({,-Dnn, s d=3

Ainsi, les coordonnées des points de contréle de la variété spline et les coordonnées du vecteur
1 sont liées par I" expression (1.23) :

VISisnin, ouge= P 1<k<3 (1.23)
Le vecteur des coordonnées genéralisées m est composé du temps puis successivement des
coordonnées x, y et z des points de contrdle. De maniére plus synthétique, on écrit :

T

N=| Mo MNe"* Mo MNosas Mo Nansas 5 Nan (1.24)
_ -

temps X y z

3.5 Fonction de positionnement

A partir de la relation (1.23) je suis en mesure d'exprimer aisément la fonction de
positionnement qui, & une configuration géométrique donnée par le vecteur des coordonnées
généralisées n et a un point de la variété repéré par son numéro de sous-variété j et son indice
paramétrique ® , donne la position de ce point dans I’ espace R>.
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(D_{UXN:S <[0.1]" > R?
(n.j.o) > @(n,j.o0) (1.25)
ol @, (njo)= ), bg(m)nan(i)+(k—l)n 1<k<3

1<i<n

Au vu de I’ éguation (1.25), il apparait que lafonction de positionnement ® est une application
linéaire du vecteur des coordonnées généralisées 1. On peut donc associer alafonction @ une
représentation matricielle B( j,o) dont les propriétés structurelles sont détaillées dans
I’ équation

0 bl(o) - 0
B(jo)=|0 b (w) : (1.26)
0O o o bl(o)

Le terme b"(o)) correspond a une matrice ligne composée de I’ensemble des fonctions de
méange :

bj(m):(b(jx;l(l)(m)mbi,;l(n) ((1))) (1.27)

4 Codage informatique

Lorsquej’a entrepris I'implantation informatique du modéle de variété spline, je voulais que le
modéle informatique refléte cette idée d'unification présente dans le modéle mathématique,
aussi bien vis-a-vis des fonctions de mélange que de la dimension intrinseque de la variété.
Aingi, je fus naturellement amené a privilégier une méthode de programmation orientée objet
afin de bénéficier des concepts de polymorphisme et de généricité.

En premier lieu, j'ai commencé par définir trois classes Dimension (Figure 35) présentant pour
lesdimensions 1, 2 et 3 des particularités fonctionnelles semblables :

O une classe nichée E codant un multi-indice d-dimensionnel. La classe E intervient dans
la numérotation des sous-variétés V' et des points de contréle p' de lavariété spline V.

O une classe nichée R codant un vecteur réel d-dimensionnel. La classe R est utilisée pour
représenter |’indice paramétrique o identifiant une particule au sein d’ une sous-variété
Vi,

O une classe nichée ParcoursE codant un « parcoureur » de valeurs multi-indicielles. La
classe ParcoursE, munie, entre autres, de méthodes dincrémentation et de
décrémentation, permet de balayer un ensemble de multi-indices apparaissant dans une
somme pour |’ évaluation d' une position p(j,®) par exemple.
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Dimensionl1D

Dimension2D

Dimension3D

E E E

entier x entier x, y entier x, y, z

R R R

réel x réel x, y réel x,y, z
Parcoursk Parcoursk Parcoursk

E début,fin,courant E début,fin,courant E début,fin,courant
E opérateur ++ E opérateur ++ E opérateur ++

E opérateur -- E opérateur -- E opérateur --

Figure 35 Représentation schématique des trois classes Dimension.

Jai aors implanté une classe abstraite FonctionMelange paramétrée par I'un de ces types
Dimension codant une fonction de mélange générique. La définition de la classe
FonctionMelange S appuyant sur un patron de classe paramétré par un type Dimension
garantit la généricité de I’ expression au vu de la dimension. Tandis que la nature abstraite de la
classe permet d'unifier la prise en compte des différentes fonctions de mélange, déduites par
héritage et polymorphisme. Ainsi, une classe concréte correspondant a une fonction de mélange
donnée est obtenue via I’instantiation pour un type Dimension concret d' une classe dérivée de
FonctionMelange (Figure 36).

FonctionMelange
{abstraite}

FonctionTCB FonctionBezier

Figure 36 Représentation schématique de I’ architecture des classes FonctionMelange.

Cette architecture de classe permet en |’occurrence, grace au mécanisme d' héritage et de
méthodes virtuelles, de procéder au sein des classes dérivées a des optimisations structurelles :
chaque classe a la charge d'alouer I'espace mémoire qui lui est nécessaire pour stocker ses
fonctions de mélange (4 polyndémes de degré 3 pour une fonction de mélange de Kochanek, m
polyndmes de degré m pour une fonction de mélange de Bézier). D’ autre part, la surcharge de
méthodes virtuelles permet de générer du code spécifique exploitant les propriétés
mathématiques des fonctions mélange. Ainsi, pour des fonctions de mélange définies a partir de
polynémes, je suis en mesure de pré-calculer leurs dérivées de facon exacte. Ces dérivées
interviennent dans le calcul de la dérivée de la fonction de positionnement, utilisée pour
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déterminer des vecteurs tangents a la variété spline ou pour calculer I abscisse curviligne en tout
point de lavariété, nécessaire al’ évaluation des longueurs.

Enfin, la classe Spline est I’ abjet informatique qui modélise une variété spline de dimension d.
Pour les mémes raisons énoncées pour les fonctions de mélange, la classe Spline est un patron
de classe abstrait, paramétré par un type Dimension. Ainsi, une classe concrete correspondant a
une variété spline de nature et de dimension données est obtenue via I’ instantiation pour |’un
des types Dimension concret d’ une classe dérivée de Spline (Figure 37). Le choix d'une classe
dérivée conditionne la nature des fonctions de mélange b}(w) utilisées ainsi que la relation
entre le nombre de points de contréle n et e nombre de sous-variétés splines ns.

Spline {abstrait}y ~  '————94————-

E n, ns
Table<E> alpha
Ref<FonctionMelange> b

E parcours(...)
pR3 position(...)
VR3 dérivée(...)

SplineTCB SplineBezier

Figure 37 Représentation schématique de I’ architecture des classes Spline.

Laclasse Spline est composée des champs suivants :

o Un multi-indice n correspondant au « nombre» de points de contrle de la variété
spline.

o Unmulti-indice ns correspondant au « nombre » de sous-variétés de la variété spline.

O Une table de transcodage alpha modélisant |a fonction de transcodage o, introduite en
section 2.4. A partir d’ un multi-indice i de type Dimension::E, la table alpha permet
d'accéder a lI'indice i de la coordonnée x du point de contrdle i dans le vecteur des
coordonnées généralisées 1.

o Uneréférence aun objet FonctionMelange notéeb.
Laclasse Spline est dotée des méthodes suivantes :

o Une méthode abstraite parcours qui, pour un numéro de sous-variété j, retourne un
parcoureur des points de contrdle intervenant dans la définition de la sous-variété j.
C'est a chague classe dérivée, seule capable d' établir le lien entre points de contrdle et
sous-variétés, que revient la responsabilité d’implanter cette méthode. La surcharge de
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la méthode abstraite parcours assure donc que, dans tous les cas de figure, le parcours
des points de contréle sera optimal.

o Une méthode position qui, a partir d'un vecteur des coordonnées généralisées n
renseignant sur la configuration du réseau de points de contrdle, d'un numéro de sous-
variété j de type Dimension::E et d' un indice paramétrique @ de type Dimension::R,
retourne la position dans R*® de la particule identifiée par le couple (j,®) dans la
configuration donnée par le vecteur n. Cette méthode correspond au codage
informatique de la fonction de positionnement @® introduite en (1.25). La méhode
position Sappuie naturellement sur la méthode parcours pour I'évauation de la
fonction de positionnement.

o Une méthode dérivée qui, a partir d' un vecteur des coordonnées généralisées n, d'un
numéro de sous-variété j de type Dimension::E, d'un indice paramétrique @ de type
Dimension::R et d'un multi-indice a Dimension::E renseignant sur |’ordre de
dérivation, retourne la dérivée de la position dans R® de la particule identifiée par le
couple (j,®). Cette méthode permet d’évaluer en I’ occurrence des vecteurs tangents
aux fibres matérielles de la variété spline, permettant de déduire la normale & un
élément surfacique infinitésimal pour |’ application d’une force de pression ou pour les
besoins du rendu lors de la visuaisation d' une variété spline.

Pour résumer, la classe Spline correspond au codage informatique de la structure géométrique
d’une variété spline. On peut constater que les points de contréle n’ apparaissent pas dans laliste
des champs de la classe. En effet, fideles ala volonté de proposer un modél e informatique aussi
proche que possible du modele mathématique, je préserve la séparation de la description
cinématique du systéme matériel. Ainsi, a partir de la donnée extérieure d'un jeu de points de
contrdle stockés dans un vecteur unidimensionnel 1, la classe Spline est en mesure d’ évaluer la
position de toute particule ainsi que des directions paralléles aux fibres principales de la variété
dans cette configuration proposee.

A ce jour, j'a implanté essentiellement des splines de nature cubique telles que les splines
cardinales, les splines de Catmull-Rom et les splines de Kochanek. Cette préférence pour les
splines cubiques a été motivée par les choix de Jean-Michel Nourrit lors de la réalisation d’un
model e géométrique de tricots a base de courbes splines [Nourrit 1999].
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CINEMATIQUE ET DYNAMIQUE DES
VARIETES SPLINES

1 Cinématique

Afin de simuler le comportement d’ objets déformables continus, il me faut dans un premier
temps formaliser mathématiquement le mouvement de ces corps moddlisés a I’ aide de variétés
splines. Ce mouvement peut étre percu comme une succession de configurations géométriques
instantanées indexées par le temps. Puisque la configuration d'une variété spline est
complétement déterminée par les coordonnées de ses points de contréle, j’introduis des points
de contréle mobiles p‘(t) pour caractériser le mouvement d'une variété spline. L’ équation
(1.19) du chapitre 2 devient alors, avec I’ introduction du temps :

p(t,j,w) = Z b (o))pi (t) 1<j<ms,oe [0,1]d (2.1)

1<i<n

Dans le cadre d'une description lagrangienne du mouvement, ou chaque particule est identifiée
par son numéro de sous-variété j et son indice paramétrique o, |I'expression p(t,j,m) de
I’équation (2.1) correspond a la définition de la trajectoire particulaire. La cinématique d’une
variété spline est synthétisée par I'ensemble de ces trgjectoires particulaires. D’ apparence
indénombrable, cette cinématique peut se réduire a une finitude de « trajectoires généralisées »
matérialisées par les trajectoires des points de contrle. Cet aspect de la modélisation
cinématique est développé en détail dans les sections de ce chapitre

1.1 Fonction des configurations

Jintroduis naturellement la fonction des configurations ¢. Cette trajectoire généralisée,
puisqu’ elle synthétise I évolution des coordonnées généralisées, est une courbe (paramétrée par
le temps) de I’ espace de configurations U . L’éguation (2.2) donne I’ expression de la fonction
des configurations déduite de I’ équation (1.23) du chapitre 1.

R—>R™ ol g(t)=t
tg(t) vi<i<nie, ;o0 (0)=P(t) 1<k<3
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En utilisant cette définition de la fonction des configurations, I'expression de la trajectoire
particulaire (2.1) d'un point de la variété spline, identifié par son numéro de sous-variété j et son
indice paramétrique o , devient :

p(t,j,w)ztb(s(t),j,c)) (2.3

Lafonction @ correspond a la fonction de positionnement définie dans le chapitre précédent.
On rappelle tout de méme que la fonction de positionnement d'une variété spline est une
application linéaire des coordonnées généralisées dont la représentation matricielle B(j o) est
de laforme suivante.

0 b'(w) - 0
B(jo)={0 { Db(e) (2.4)
0o o -~ bl(o)

Le terme b'(w) est une matrice ligne composée de I’ ensemble des valeurs des fonctions de
mélangeen o :

b’ ((1)) (bi,;l(l) (m)'”bi;l(n) ((1))) (2.5)

1.2 Fonction de vitesse

La définition de la trgjectoire particulaire (2.1) permet de déduire, par dérivation temporelle,
I’expression de la vitesse particulaire d’un point de la variété spline identifié par le couple

(io).

o, j,w)z%(t, j,m)=%(®(a(t), j,m))zg;:(a(t), jo) é(t) 26)

Comme la fonction de positionnement ® est une application linéaire des coordonnées
géné&ralisées, ele est identique a sa jacobienne. Ainsi, |'expression de la vitesse particulaire
devient :

v(t,jo)=B(jo)(t) 2.7

La fonction de vitesse qui, a une configuration géométrique n, son taux de variation i et une
particule de la variété spline identifiée par le couple (j,m) , fait correspondre la vitesse de cette
particule s exprime alors sous laforme suivante :

. |UxDxN?x[0.4]" - R?®
D: (2.8)

~

(nA,j.o) - d(n1,j.0)=B(j0)q
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Il est important de mentionner que I’ évaluation de la fonction de vitesse est indépendante du
vecteur des coordonnées généralisees, ne reposant en fait que sur les taux de variation des
coordonnées généralisées et de I’ identifiant particulaire (j, ).

Evidemment, on peut écrire :
o(t,j,o)=d(g(t),£(t),j,) (2.9)

2 Dynamique

La dynamique consiste en |'étude des causes de la modification du mouvement qui se
manifestent sous la forme d’ efforts. Plus encore, la dynamique a pour vocation de mettre en
relation le mouvement et ses causes profondes. Cette relation est mathématiquement formalisée
par ce que I'on nomme couramment |I'équation du mouvement. Ja choisi d utiliser les
équations de Lagrange pour décrire le mouvement des variétés splines.

Au fil de ce chapitre, je vais commencer par donner une définition de la répartition massique
paramétrique d'une variété spline: répartition massique qui, bien que compatible avec la
définition géométrique, n’est pas naturelle pour un physicien. Je montrerai alors comment, a
partir d’une définition intuitive de la densité de masse par unité de longueur, je peux déduire
I’expression de la répartition massique paramétrique d'une variété spline. Par la suite, je
donnerai une expression de I’ énergie cinétique spécifique aux variétés splines me permettant
d’ opérer une simplification formelle des équations de Lagrange afin d’aboutir & un systeme
différentiel équivalent aux propriétés structurelles intéressantes en termes d optimisation. Je
terminerai ce chapitre par I’explicitation de quelques efforts externes et internes, en donnant
systématiquement leur expression particuliére dans le cadre des variétés splines.

2.1 Répartition massique

A I'image de la représentation continue des particules au sein de la variété spline, je désire
donner une définition d’une répartition massique continue pour la variété. Ainsi, la densité de
masse est une fonction du temps et du couple (j,®)ou j est le numéro de sous-variété et ®
I”indice paramétrique de la particule.

d d
:{an <[01]' xR > R 210

(o)~ u(j,o.t)

Ce choix est a distinguer des modélisations dans lesquelles des points caractéristiques de I’ objet
sont assimilés a des particules massiques. Ces modélisations engendrent une discrétisation de la
masse totale, concentrée autour de points caractéristiques.

Mais cette définition de la densité de masse de nature paramétrique n’est pas intuitive. En effet,
les physiciens ont pour habitude de considérer des répartitions massiques par unité de longueur,
surface ou volume. Mon objectif est donc de déterminer, a partir de la donnée d’ une densité de
masse par unité métrique p (j,®,t) , une densité de masse par unité paramétrique p(j,o,t) .
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Je décide de me limiter d’ abord au cas des courbes splines pour mettre en évidence la relation
qui lie ladensité par unité de longueur p(j,w,t) et ladensité par unité paramétrique p(j,o,t).
Pour cela j’introduis la définition de I'abscisse curviligne (2.11) qui permet de mesurer la
longueur d’un segment infinitésimal.

1(j,0,t) = j||5up(J',U,t)||dU ;0,100 =]8,p(j.0.0)] (211)

& ément materiel infinitésimal \
densité paramétrique : p(j,o,t)

densité usuelle: p(j,o,1t)

abscisse curviligne :
a,1(j,o,t)-do # do

masse infinitésimale:
},L(j,(x),t)-d(x)

=p(j,0,1)-0,1(j,0,1)-do /

Figure 38 Répartition massique par unité de longueur et répartition massique par unité paramétrique.

longueur 1(j,0,t) 2o

En un point ® du segment j de la courbe, pour un éément matériel infinitésimal correspondant
aune variation paramétrique dwm , on alarelation suivante entre les densités :

u(j,o,t)do =p(j,0,t)o, 1(j,0,t)do (2.12)

Cette relation est naturellement transposable au cas des surfaces (2.13) et des volumes (2.14).

p(j,o,t)

0,,p(j,0,t)

Figure 39 Elément infinitésimal de surface.

u(j, o,t)do = p(j,o,t)ds(j, o,t) 213
ou ds(j,m,t) = (213)

6w1p(j,m,t)Aamzp(j,w,t)ud(o
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\

0, (js o)

a(;)3p(j10‘)1t)

p(j,o,t)

9,,p(j,0,t)

Figure 40 Elément infinitésimal de volume.

ol dv(j,o,t) =(8,,p(i.,) Ad,, p(j,0,1),)+d, p(j.0,t)do

(i o,t)do = p(j,0,1)dv(j,,1)
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(2.14)

De cette maniére, je suis en mesure de définir une densité massique par unité paramétrigue
u(j,m,t) équivalente & une densité massique par unité métrique p°(j,o,t) valide pour un état
de référence caractérisé par un jeu de points de contréle p® .

A partir de maintenant, on se place dans le cadre des variétés splines de dimension 3 qui
correspond au cadre le plus général. Le résultat pourra ultérieurement étre réinterprété en
dimensions 1 et 2 de fagon aisée.

/ N
X

p™™™ =(nay,n,a,,na;)

Figure 41 Etat de référence d' une variété spline de dimension 3.
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Aingi, | état de référence de la variété spline est obtenu a partir d' un réseau régulier de points de
longueurs respectives na,, n,a, etn,a, (Figure 41). Laposition d’ un point identifié par le couple
(j,) dans cet état de référence est donnée par |’ équation ci-dessous :

1 0 0
p°(j,0)= > bi(®)| ai,| 0 |+ai,| 1|+a4,| 0| 1<j<ns, 0e[01]" (2.15)
1<i<n
0 0 1

Pour cet état de référence, |’ équation (2.14) devient :

u(j,,t)do = p°(j,0,H)dv’(j,0)
N 00 00 00 (2.16)
ol dv’(j, ) =(2,,p°(j®) A8,,p°(j,®) )+0,,p° (j,0)de

Au vu de la configuration particuliére de I état de référence, donnée par les positions des points
de contréle p® , on alarelation suivante :

V() =[0,,p° (5. 0)] [0,,p° (0] [0.,p° ()] doo o1

=0, 10(.0) 8,,13(j,) 8,13 (j,») do '
Les trois termes [0, p°(j, o) |- (8, p°(Jj.®)*)"? correspondent aux abscisses curvilignes dans
les directions principales pour | état de référence défini en (2.15). Pour la commodité des calculs
et ce, sans perte de généralité, je vais me contenter d exprimer le terme |3, p°(j,®) ||

1 0 0
0,,p° () =3, > bl(®)| aj,[0|+ayi,| 1|+ajs| 0 (2.18)
1<i<n
0 0 1

Je fais I’ hypotheése supplémentaire que les fonctions de mélange b} (o) sont séparables. Cette
hypothése est peu restrictive dans la mesure ou la propriété de séparabilité est largement utilisée
pour construire des surfaces ou des volumes splines.

bi(@) = b} (o,) bl? (0,) b () (2.19)
Par conséquent, I’ équation (2.18) setransformeen :

1 0 0

noh e, _ , _ _ _
awlpo(j,m):ZZZbiJll ((’31)bi122 (Coz)bilj(ms) ai,| O|+ay,| 1|+ai5) 0 (2.20)

i1=1ip=1i5-1

1 2 3 0 0 1
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Apres développement du terme de droite, on débouche sur une somme de trois termes :

M 0y oo L] )
0,,p°(J.@) = 3 aib) (©,)3 b (@,)) bl (®s)

=1 ip=1 =1

T
ICD(DI—“

1
|

3 ) N 1
£ bt (@,) Y b )3 b @,)

=1 =1 =1

(2.21)

T
IOHO

i . n noo
+ 8007 (@) D b (@,)) by (@,)

=1 ip=1 =1

~ O O

On impose une nouvelle condition aux fonctions de mélange. Cette condition qui consiste en
une hypothése de normalité est, tout comme la séparabilité (2.19), largement répandue et ne
constitue donc pas une restriction importante :

Vo Yb)=1 = Yb/(©)=0 2.22)

L’ équation (2.21) se simplifie alors en un seul terme:

1
M r

0,,p°(j,®) = aib! (©,)| 0 (2.23)
ip=1
: 0

L’ abscisse curviligne || amlpf’(j,m) || s’ exprime finalement de la maniére suivante :

awlp‘)(j,m)u=ia1i1b£;'(co1) (2.24)

ip=1

Plus généralement, puisque le développement précédent est identique pour les coordonnées
o, eln, :

00, P°(0)| = Y aibk (@) (2.25)
i=1
Par conséquent |’ équation (2.16) devient aprés calculs :

L] o, i1} . ., L] . .,
n(j o,t)do = Po(j&)’t)z aji; b (,) Zaz'z b (w,) zae'sbilj (®3) (2.26)

=1 ip=1 ig=1
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Si I’on considére une densité massique par unité métrique p°(j,®) constante vis avis du temps,
on débouche sur une expression simplifiée de la densité de masse paramétrique, invariante elle
aussi visavis du temps.

_{Nﬂs [0 >R

[T (2.27)
(i) u(jo)

Cette nouvelle définition paramétrique de la répartition massique suggére que la matiére est

attachée a sa position paramétrique ® au sein d'une sous-variété j. En d’autres termes, on

suppose que lamatiére ne glisse pas al’intérieur de la variété spline.

2.2 Energie cinétique, équations de Lagrange

Une fois la répartition massique explicitée, je suis en mesure de donner une expression de
I’ énergie cinétique spécifique aux variétés splines. L’ énergie cinétique d’ une variété spline est
définie de manieére classique comme suit :

KO= Y Z[, 1o jofdo (228)

1<j<ns 2

Je rappelle la définition de la fonction d énergie cinétique, opérant un découplage entre les
caractéristiques structurelles du systéme et sa configuration.

UxU—>R

« (2.29)

~

' (n,ﬁ)HK(n,ﬁ)%ﬁTM(n)n

Lamatrice M(n) est lamatrice des masses généralisées de la variété spline. L’ équation (2.30)
fournit I’ expression particuliere de M () pour une variété spline.

M(n)= I,Z f[oyl]d u(j,m)%b(n,m)T %D(n, ©) do (2.30)

Comme je I'a mentionné dans la section consacrée a la cinématique, la fonction de
positionnement @ dune variété spline est une application linéaire des coordonnées
généralisées. La matrice B(j,») est donc indépendante des coordonnées généralisées n,
conférant ainsi a la matrice des masses généralisées M(n) la propriété d'invariance. Pour
refléter cette propriété, la matrice des masses généralisées sera désormais notée M.
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D’autre part, au vu de la structure par blocs de la matrice jacobienne de la fonction de
positionnement @, la matrice des masses généralisées hérite de cette structure par blocs
illustrée par |’ éguation suivante :

M= avec meM (R) (2.31)

Les trois blocs identiques de la diagonale, désignés par m, sont symétriques et s expriment
ans :

m= ) J.’du jo)b (o )" bl (0)do (2.32)

1<j<ns

Ou, de facon équivalente, si I’ on considere les éléments scalaires de lamatricem :

M= 2. .[[o,l]d p(io)bl. (0)bl,, (o)do 1<ik<n (2.33)

1<j<ns

La particularité structurelle de la matrice des masses généralistes M a d'intéressantes
conséguences sur I’ expression du systeme différentiel équivalent aux équations de Lagrange. Je
rappelle d'abord brievement I’ expression de ce systéme différentiel. Les équations de Lagrange
ci-dessous,

d ox : oK . : .
aa—ﬁi(s(t),a(t)) —a—ni(s(t),s(t)) =Q (e(t),&(t)) 1<i<n (2.34)

sont équivalentes au systéme différentiel suivant :
M (£(t))£(t) = Q(&(t),£(t)) — In(&(t), £(t)) (2.35)

Le vecteur In(g(t),£(t)) correspondant au vecteur des termes inertiels. Dans la mesure ol la
matrice des masses généralisées M d'une variété spline est invariante, le vecteur des termes
inertiels In((t),£(t)) est nul. On débouche alors sur une expression simplifiée du systéme
différentiel conditionnant I’ évolution d’ une variété spline.

M7E(t) = Q(&(t),&(t)) (2.36)

2.3 Efforts

Les efforts interviennent dans les équations de Lagrange par le biais du vecteur des forces
généralisées noté Q(n,7). Je donne dans cefte section I'expression de plusieurs natures
d efforts en exploitant les particul arités géométriques des variétés splines.
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2.3.1 Force ponctuelle genérique

Une particularité importante du modéle de variété spline réside dans la faculté d’identifier toute
particule du milieu continu que constitue cette variété. Cette propriété permet d appliquer une
force ponctuelle donné en un point quelconque identifié par son numéro de sous-variété j et son
indice paramétrique ® . S F(n,ﬁ) est un effort ponctuel appligué en (j,®), le vecteur des
forces généralisées Q(n, 1) associé est delaforme:

A A oD
Q.o (MA)=F(n.7)
-y ( ) ( ) aT]i+(|-1)n

(M, j o) vil<i<n, k=123 (2.37)

De part la définition de la fonction de positionnement d'une variété spline, on est en mesure
d écrire:

. , Oy Oy
200 =20 @[5 | =b ()] 5, (239
Mi+a-1n m=1 5, 8y

L’ équation (2.37) devient finalement,

Sy
Q,m,l)n(n,ﬁ)=bcj",1(i)(m)F(n,ﬁ)T 8, |=bl, @F (n) Visi<n k=123 (239)
8

3l

Je mets a profit cette habilité a définir des forces appliquées en des points quelconques de la
variété spline pour construire un réseau de ressorts attachés en des points caractéristiques afin de
modédliser les efforts internes d éasticité. Ce choix, difficilement justifiable par son mangue
d’ adéquation avec la réalité du matériau mais aussi par la discrétisation qu'il engendre, consiste
en une premiére approche des phénoménes élastiques. Je propose dans le chapitre 3, la
définition d’'une énergie continue de déformation afin d’ éliminer cette étape de discrétisation
indésirable des efforts. Mais ces premiers travaux vers la définition d’'un modéle d efforts
continus se limitent pour le moment au cas de courbes splines.

2.3.2 Densité d’efforts : amortissement

Afin de réduire les oscillations dues a la réponse des contraintes internes, j’introduis une densité
d'efforts d'amortissement définie pour chague particule de la variété. On ne peut pas a
proprement parler de viscosité puisque les efforts considérés sont détachés de toute
considération aérodynamique. Il s agit en fait d’ une densité d’ efforts proportionnelle a I’ opposé
du champ des vitesses instantanées. Cette densité d’ efforts appliqués en tout point matériel de
coordonnées paramétriques m au sein de chaque sous-variété j alaforme suivante :

F(n,7,j,0)=- Ch(nfj0) VieN,, Voe[01] (2.40)

C est e coefficient d’ amorti ssement.
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En utilisant I’ expression de lafonction de vitesse (2.8), on aaussi :

F(mnj,0)=-C Z bJ - ((:))nk+| “n ®) k=123 (2.41)

1<k<n

L'équation (2.38) permet de donner |'expression des coordonnées du vecteur des forces
généralisées d’ amortissement,

A “ . odb .
Quum =Y [ F,7,j0) —@ jo)do
1<j<ns [o.4¢ 8 i+In
8]]
= > | Fmaje) | b, (W) 3, | |do vi<i<n k=123
1<j<ns [0, l]d 83| (242)
= | CYb @)y OB (@) do
1<j<ns [0, l]d k=1
=—cznk+.1)n >, [ bl (@b (@)do

1<j<ns [0, l]d
Les 3n expressions des coordonnées du vecteur Q(n,1) peuvent ére synthétisée de la sorte :
Q(n.m) =01 (2.43)

® est une matrice carrée de dimension 3n, constituée de trois blocs identiques constants sur sa
diagonale.

o= o e 0,=-C)Y j bl .., (@b, (@)de (2.44)

9 ISjSHS[OJ_]d
2.3.3 Energie potentielle : gravitation
Les efforts de gravitation sont déduits de I’ énergie potentielle de gravitation définie comme

suit :

E(m)= Y f[o,]d“( ©)®(n,j,0) gdo (2.45)

1<j<ns
le vecteur g est dirigé selon la verticale gravitationnelle et sanorme g =||g|| est la constante de
gravitation locale.

Le vecteur des forces généralisées de gravitation correspond a la dérivée partielle de I’ énergie
potentielle de gravitation par rapport au vecteur des coordonnées généralisées 1.

Q()———=—Zj o an(njw) gdo (2.46)

1<j<ns
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On utilise alors I’ expression particuliére de la jacobienne de la fonction de positionnement (2.4)
pour donner une nouvelle formulation du vecteur des forces genéralisées de gravitation Q.

11

Q= n ! g avec “Z‘mszmr“(""")""("’)Td“’ (2.47)

3 Codage informatique

L’introduction de nouveaux éléments mathématiques relatifs ala dynamique des variétés splines
a dimportantes conséguences sur I'implantation informatique qui se matéridisent par la
construction de nouvelles classes. Ains apparait une classe abstraite Densite paramétrée par
I"un des types Dimension, codant la répartition massique paramétrique définie en (2.10). Fidele
au mécanisme d' héritage utilisé pour les classes précédemment définies, une classe concréte
correspondant & une répartition massique particuliere est obtenue vial’instantiation pour un type
Dimension concret d’ une classe dérivée de Densite (Figure 42).

La classe Densite a la charge d'évauer tous les termes faisant intervenir la répartition
massique, a savoir les coefficients de la matrice des masses généralisées M (2.31) et ceux de la
matrice IT des efforts de gravitation (2.47). Au vu de I’ expression des coefficients a évaluer, on
dote la classe Densité de deux méthodes abstraites :

o Une méthode calculelntegraleBji qui, a partir d' une référence a un objet de type
FonctionMelange et de deux multi-indices i et j de type Dimension ::E, calcule le
terme intégral (2.48) intervenant dans |’ expression des efforts de gravitation.

Jjpup 1 (@)} (@) (2.48)

o Une méthode calculelntegraleBjiBjk qui, a partir d’ une référence a un objet de type
FonctionMelange et de trois multi-indices i, j et k de type Dimension::E, calcule le

terme intégral (2.49) intervenant dans |'expression de la matrice des masses
généralisées.

I[O‘l]d 1 (j,0)bi ()b} (0)do (2.49)

Densite
{abstraite}

DensiteConstante

Figure 42 Représentation schématique de I’ architecture des classes Densite.
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La définition de ces deux méthodes dans la classe Densite implique I'gout de méthodes
abstraites ala classe FonctionMelange de méme nature :

o Une méthode calculelntegraleBji qui, a partir de deux multi-indices i et j de type
Dimension ::E, calcule le terme intégral (2.50).

| o b’ ()do (2.50)

o Une méthode calculelntegraleBjiBjk qui, a partir de trois multi-indices i, j et k de type
Dimension::E, calcule letermeintégral (2.51).

j[o y b ()b’ (w)do (2.51)

Cette logique permet en I’ occurrence de calculer de fagon exacte les termes (2.48) et (2.49) pour
une variété spline de densité massique constante dont les fonction de mélange sont des
polynémes, qui constitue un type de variété spline fréguemment utilisé.

Enfin, la classe Spline s enrichit de nouveaux champs tels que:

o Une matrice M correspondant & la matrice des masses généralisées de la variété spline.
Il est important de mentionner que, pour une densité massique invariante et des
fonctions de mélange polynomiales, la matrice M est constante et peut étre évaluée de
facon formellement exacte lors de I’ étape d'initialisation. De plus, on peut pré-calculer
sa décomposition afin d'accélérer la résolution du systéme linéaire, équivalent aux
équations de Lagrange.

o Une matrice Theta correspondant a la matrice d’ amortissement définie en (2.44). Sous
les mémes conditions que précédemment, cette matrice est constante et peut donc étre
pré-calcul ée de facon formellement exacte durant I’ étape d' initialisation.

o Une matrice Pi correspondant a la matrice gravitationnelle définie en (2.47). Si le
vecteur g est invariant, le vecteur des forces généralisées de gravitation Q déduit du
produit de TI et de g peut étre pré-calculé lui aussi.

De cette maniére, les efforts de gravitation et d’ amortissement sont pris en compte de fagon
efficace au sein de la classe Spline. Par contre, 1l existe un type d' effort dont je n’ai pas encore
parlé: en effet, les efforts issus des contraintes internes au sein d’un corps déformable sont
d’'une importance primordiale et leur modélisation souléve nombre de problémes. Voila
pourquoi, j'ai choisi d'y consacrer le chapitre suivant.

4 Exemples de variétés splines
4.1 Plongeoir

Le systéme matériel considéré est modélisé a I’ aide d’ une variété spline cubique d Hermite de
dimension 3 constituée de (9,6,5) points de contréle et de (6,3,2) sous-variétés splines.
L’ éasticité interne du plongeoir est garantie par la mise en ceuvre d’un réseau de ressorts au
nombre de (2,2,2) par sous-variétés, régulierement répartis.
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L’ extrémité gauche du plongeoir demeure figée grace al’ gjout de 8 contraintes de point fixe sur
les points de contrdle de la face gauche de la variété spline.

Enfin, le plongeoir est soumis a des efforts de gravité, d’ amortissement mais aussi a trois forces
ponctuelles appliquées sur le dessus de I’ extrémité droite de I’ objet durant un court instant, lui
conférant un mouvement oscillatoire amorti. Les images de la Figure 43 sont des clichés pris a
des instants successifs issus de |’ animation répondant a cette définition

Figure 43 Images issues d' une animation reproduisant |le mouvement oscillatoire amorti d’ un plongeoir.

4.2 Cube élastique

Le deuxieme exemple de systéme matériel est constitué de deux corps déformables. D’ une part,
la corde est modélisée a |’ aide d’ une courbe spline cubique d’ Hermite composée de 7 points de
contréle. Deux ressorts par segment spline viennent garantir la cohésion de la corde. D’ autre
part, le cube est représenté par une variété spline cubique d’ Hermite de dimension 3 constituée
de (5,5,5) points de contrble et (2,2,2) sous-variétés splines. De méme, le cube est doté de
ressorts, au nombre de (2,2) par sous-variété, pour modéliser les efforts internes d’ élasticité.



® Cinématique et dynamique des variétés splines 119

Un contrainte de distance entre une extrémité de la corde et un coin du cube permet de lier ces
deux corps déformables au fil de |’animation. Et une contrainte de point fixe imposée a I’ autre
extrémité en fait un point d’ attache.

Le systéme composé de la corde et du cube est uniquement soumis aux efforts de gravité,
d’ amortissement et d’ élasticité interne (Figure 44).

Figure 44 Images issues d’ une animation reproduisant le mouvement d’' un cube déformable suspendu par
un de ses coins au bout d’ une corde.

4.3 Balancoire

Ce dernier exemple rassemble les trois natures de corps déformables actuellement implantés
dans le moteur d’ animation dynamique. En effet, la balangoire est composée de :

O 4 cordes modélisées a partir de courbes splines cubiques de Catmull-Rom, composées
de 7 points de contréle et de 4 segments splines. Elles sont dotées de 2 ressorts par
segment pour modéliser les efforts internes d’ élasticité.
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O Un dossier modélisé par une variété spline cubique d Hermite de dimension 2,
constituée de (5,5) points de controle et de (2,2) sous-variétés. Elle est aussi dotée de
ressorts, au nombre de (2,2) par sous-variété.

o Un siege modélisé par une variété spline cubique d’ Hermite de dimension 3, constituée
de (6,5,4) points de contrdle et de (3,2,1) sous-variétés, dotée de (2,2,2) ressorts par
sous-variété.

Des contraintes de distance sont imposées entre les quatre extrémités inférieures des cordes et
les quatre coins supérieurs du siége. Des contraintes de méme nature sont imposées aux quatre
coins du dossier pour qu’il demeure fixé aux cordes. Enfin, quatre contraintes de point fixe sont
appliquées aux extrémités supérieures des cordes pour les attacher ala structure qui n’est pas un
systeme matériel mais un objet inerte de I’ environnement.

Les éléments de la balancoire sont uniquement soumis aux efforts de gravité, d’ amortissement
et d' éadticité interne (Figure 45).

8§
Fi &

Figure 45 Images issues d’ une animation reproduisant |le mouvement d’' une balancoire.
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ENERGIE CONTINUE DE
DEFORMATION DES VARIETES
SPLINES

1 Introduction

Jusgu’ & présent, pour modéliser I’ élasticité interne d’ une variété spline, j’ utilisais des ressorts
attachés en des points caractéristiques constituant un réseau discret au sein de la variété. Bien
gue les modéles masses-ressorts, toujours populaires, présentent certains avantages [Baraff
1998] [Bourguignon 2000] [Volino 2000], je souhaitais uniformiser le modéle mécanique
continu en introduisant une représentation continue des efforts internes d’ élasticité. Je me suis
alors orienté vers la définition d’ une énergie continue de déformation conforme a la théorie de
I’ élasticité. Dans la mesure ou les corps déformables que je cherche a animer peuvent étre sujets
a de grands déplacements, je me positionne hors du champ d'application des résultats de
I’élasticité linéaire, abondamment utilisés en animation dynamique [Gourret 1989] [Collier
1991] [Eischen 1996] [Bro-Nielsen 1996]. En effet, la linéarité des contraintes vis-a-vis des
déformations garantit une efficacité calculatoire permettant d’ envisager des applications temps-
réd [Cotin 1997] mais restreintes a I'animation de corps déformables soumis a de petits
déplacements. J ai alors dirigé mes recherches vers la théorie de I’ élasticité non linéaire et plus
particuliérement, vers le modéle de St Venant-Kirchhoff. Le contenu de ce chapitre afait |’ objet
d'une publication internationale au 12" Eurographics Workshop on Computer Animation and
Simulation [Nocent 2001c].

Je commence par une synthese des définitions et résultats majeurs de la théorie de |’ élagticité en
déplacements finis. Pour de plus amples détails, j'invite le lecteur a compulser les ouvrages de
Ciarlet [Ciarlet 1986] et Souchet [Souchet 2001] ainsi que les précieux polycopiés de cours de
Garrigues [Garrigues 2000a, 2000b]. J expose ensuite la maniére dont j’ applique ces résultats
théoriques au cas particulier des variétés splines. Je tiens a mentionner que ce travail s'inscrit
dans un projet a long terme visant a tirer parti des nombreux résultats de la théorie I’ @agticité
pour I'animation dynamique des variétés splines de dimension quelconque. Ainsi, les résultats
d’ores et déja disponibles consistent en une premiére approche restreinte a la modélisation du
comportement purement élastique des courbes splines. Cette restriction provient en fait des
considérations pragmatiques dictées par le cadre applicatif qui me concerne, a savoir la
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simulation de fils tricotés. Enfin, je présente quelques résultats numériques afin de motiver le
choix d’ une modélisation continue des contraintes internes plutét qu’ une modélisation discréete a
base de ressorts.

2 Théorie de I'élasticité

La mécanique des milieux continus permet, entre autres, de décrire I’ évolution des déformations
d'un corps déformable soumis a des contraintes internes et externes. La relation entre
déformations et contraintes internes peut prendre des formes multiples telles que I’ élaticité, la
viscoélasticité, la plasticité et bien d' autres encore. Comme je I'al justifié dans I’introduction, je
choisis de restreindre, dans cette premiére approche, mon étude a la modélisation de |’ élasticité.
Lathéorie del’ élasticité repose en fait sur les hypothéses suivantes :

o Lesdéformations subies par le milieu déformable sont supposées réversibles.

e Les contraintes internes générées par les changements de forme du corps sont fonction
des déformations.

Pour étre en mesure d' utiliser les résultats de la théorie de I’ élasticité, il me faut préciser les
définitions de notions telles que |es déformations, |es contraintes internes et d’ enfin expliciter
larelation qui leslient : cette relation porte le nom deloi de comportement.

2.1 Déformations

On distingue classiquement deux approches distinctes en mécanique des milieux continus :

e La description eulerienne qui S appuie sur |I'éude du champ de vitesses instantanées
exprimant au cours du temps et en tout point p de I’ espace, la vitesse de la particule
occupant la position p en cet instant (on ignore d' ailleurs de quelle particule il S agit)

e La description lagrangienne qui S appuie sur |’étude des trajectoires particulaires en
supposant |’ existence d’ une configuration de référence qui permet une identification de
chacune des particules.

Dans le méme état d esprit, une quantité scalaire, vectorielle ou tensorielle est qualifiée
d eulerienne si €lle est fonction d’ un champ de vitesses instantanées. Et cette méme quantité est
qualifiée de lagrangienne s €lle est fonction de |’ identifiant particulaire et du temps.

Conformément aux choix théoriques que j'ai été amené a opérer préalablement (Chapitre 1:
Justification des équations de Lagrange), je privilégie une approche lagrangienne pour la
description des déformations.

2.1.1 Déformations en description lagrangienne

Pour une description lagrangienne du mouvement, chague particule constitutive du systéme
matériel est identifiée par sa position x° dans une configuration de référence. Ainsi, la position
temporelle x(t) de cette particule est fonction de sa position x° dans la configuration de
référence et du tempst.

x(t)=p(x°,t) (2.52)
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Les coordonnées de la position de référence x°=(x),x,x;)eR® et le temps teR sont
communément appelés les variables de Lagrange, tandis que les coordonnées de la position
instantanée x(t)=(x(t),%,(t),%(t))eR® de la particule sont appelées les inconnues de
Lagrange.

Transformé

Configuration
instantanée

Configuration de
référence

Transporté

Figure 46 Interprétation géométrique du transformé et du transporté.

L’ étude de la déformation d’un milieu continu consiste & comparer les positions particulaires
dans la configuration instantanée avec les positions des mémes particules dans la configuration
de référence. Cette idée est mathématiquement formalisée par I’ équation (2.53) en considérant
deux particules identifiées par x° et y° voisines dans la configuration de référence (Figure 46).

y(t)—x(t) =p(y°,t)—p(x°,t) =%(x°,t)(yo —x°)+Hy° —XOH R(y0 —xo,t) (2.53)

transportédey®—x°

%,—/
transformédey®—x°

leterme R(y®-x’,t) correspond au reste du développement de Taylor.

Le transformé est le vecteur liant les positions instantanées des particules identifiées par x° et
y°. Le transporté est le vecteur tangent &I’ arc de courbe constitué par |es positions instantanées
des particules appartenant au segment délimité par x° et y° dans la configuration de référence.
Pour des particules x° et y° suffisamment proches, le transformé et le transporté sont
confondus, faisant de la jacobienne de la position temporelle I’ élément qui relie une direction de
la configuration de référence avec la direction « déformée » correspondante de la configuration
instantanée.

On définit dors F (xo,t), le tenseur gradient de la transformation (i.e. transformation
linéaire tangente) de lafagon suivante :

F(x°.t) =2 (x°.t) - grad ip (x".1) (2.54)

Le tenseur gradient de la transformation F (xo,t) exprime, dans la configuration instantanée, la
direction d’ une fibre matérielle autour de la particule x° a partir de la direction de cette méme
fibre dans la configuration de référence (Figure 47).
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Configuration
instantanée

Configuration de
référence

: k p(x.t)

Figure 47 Interprétation géométrique du tenseur gradient de latransformation.

La dilatation d une fibre matérielle ou le glissement de deux directions de fibres matérielles
a(t) et B(t) est caractérisé par leur produit scalaire de a(t)-p(t). Si I'on considere que
a(t)=F(x°t)a° et p(t)=F(x°t)p°, on obtient alors:
a(t)-B(t)=(F(x* t)e®) (F(x*)p°)
= F(x°t) F(x°t)p° (2.55)
=a°TC(x°,t)BO avec C(xo,t)zf(xo,t)T f(xo,t)
le tenseur de Cauchy-Green C(xo,t) est le tenseur des dilatations. En effet, il permet

d’ exprimer la dilatation et le glissement, au voisinage de la particule x° dans la configuration
instantanée, de deux directions unitaires orthogonales a° et p° delaconfiguration de référence.

Dilatation dans la direction unitaire a° :

k(xo,t)(ao)z,/aOTC(xo,t)ao (2.56)

Glissement de deux directions unitaires orthogonales a® et p° :

a7 e(x )p°

A(xt) @) (x".)(B°)

Le tenseur de Cauchy-Green est un tenseur lagrangien puisqu’il est fonction de I’ identifiant x°
de la particule dans la configuration de référence et du tempst.

0 (x%,t)(a’,B%)=arcos (2.57)

Finalement, la déformation autour de la particule x° dans la configuration instantanée est
déterminée par la différence a(t)-B(t)—a’-B°.
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S appuyant sur I’ éguation (2.55), on obtient alors :
a(t)-p(t)-a®-p°= uOTC(xo,t)[io ~a”Zp°
=a” (c(x°,t)—z)|3° (2.58)

a2 (N avee E(x)=(C(x1)-7)

7 estletenseur identité.

le tenseur de Green-Lagrange & (x°,t) est le tenseur des déformations. Tout comme le tenseur
de Cauchy-Green, le tenseur de Green-Lagrange est un tenseur lagrangien. Ce tenseur est
sensible aux variations de forme du systéme matériel mais il est invariant par transformation
rigide (i.e. transformation isométrique). En effet, si I’on considere une fonction de position
temporelle isométrique, on a:

vo’,p°a(t)-p(t)=a’ B’ = C(xo,t)zl = 5(x°,t)=o (2.59)

2.1.2 Elasticité linéaire

Au lieu de caractériser la déformation a partir de la position p(xo,t) qu'une particule x°

occupe a l'instant t, on peut choisir de la caractériser par son déplacement u(xo,t) depuis sa

position de référence. On définit le déplacement d’ une particule de lafagon suivante :
u(xo,t)zp(xo,t)—xo (2.60)

L’ expression du tenseur gradient de transformation  (x°,t) devient alors:

F(x.0) =T (x0.0) =5 (x° +ulx’ 1) = T+ (x11) (2.61)

En s'appuyant sur I’équation (2.61), on peut donner une nouvelle formulation du tenseur de
Green-Lagrange a partir du déplacement u(x°,t) :

e(xt)=3(c(x".1)-7)

:%[(m%(xo,t)j (I+%(x°,t))—f} (262

X X

1( 8 0 0 0
S 2 ) S D) (x|
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Finalement,

£(x,t) =e(x 1)+ 22 (x0, ) 2 (x 1)

2 ox° ox°
(2.63)
avec e(xo,t)zg(%(xo,ty 2 ()

Le tenseur de Cauchy e(x°,t) correspond a la partie linéaire du tenseur de Green-Lagrange
S(xo,t). Dans le cadre des petits déplacements, le tenseur de Cauchy constitue une
approximation tout a fait satisfaisante du tenseur de Green-Lagrange. La nature linéaire du
tenseur de Cauchy garantit une plus grande rapidité dans son évaluation, justifiant son succés
par rapport au tenseur de Green-L agrange.

Sous cette hypothése des petits déplacements ol x(t) =x°, le tenseur e(xo,t) de Cauchy
pourtant de nature lagrangienne peut étre per¢cu comme un tenseur eulerien.

Alors gue le tenseur de Green-Lagrange est invariant par transformation rigide, le tenseur de
Cauchy quant a lui ne I’est pas. Cette propriété restreint donc le champ d’ utilisation du tenseur
de Cauchy a des systémes matériels soumis a des petits déplacements autour de la configuration
de référence. Des tentatives d’ utilisation de ce tenseur pour des systémes matériels sujets a des
déplacements finis se révélent infructueuses comme I’ ont démontré Debunne [Debunne 2000] et
Picinbono [Picinbono 2001].

3 Contraintes

L es contraintes correspondent aux efforts appliqués au sein du corps déformable en réponse a sa
déformation. Pour un découpage arbitraire du corps Q en deux sous-corps €, Q, séparés par
la frontiére 0Q, les efforts appliqués par 2, a Q, sur un @dément surfacique infinitésimal dS
de lafrontiere Q2 , au voisinage d'un point matériel x(t) , peuvent étre déduits de la normale n
a cette surface . Ils sont classiquement mesurés par le tenseur des contraintes de Cauchy qui,
pour une position x(t) de la configuration instantanée, permet de déterminer | effort F(x(t))
appliqué a un petit élément de surface dS autour de x(t) a partir de sa hormale n (Figure 48).
Plus synthétiguement, on peut écrire :

F(x(t))zc(x(’[))ndS (2.64)

Le tenseur o (x(t)) des contraintes de Cauchy est de nature eulerienne dans la mesure ou il
dépend d’'une position de la configuration instantanée sans considération d'identification
particulaire et qu'il s’ applique a une normale de la configuration instantanée.
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F(x(t) =0 (x(0)ndS™\

_

Figure 48 Interprétation géométrique du tenseur des contraintes de Cauchy.

Puisque j'ai caractérisé les déformations d’ un milieu continu a I’ aide de tenseurs lagrangiens,
j'a recours a la transformée de Piola [Ciarlet 1986] [Garrigues 2000b] afin de déduire
I’ expression d’'un tenseur de pseudo-contraintes lagrangien. Ce tenseur S(x°,t) déduit de la
transformée de Piola du tenseur des contraintes de Cauchy porte le nom de premier tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff.

S(x°,t) = det(F (x°,1) o (x(t))(F(x°,1)" )’1 avec x(t)=p(x°t) (2.65)

Afin de satisfaire a la contrainte de symétrie des tenseurs de déformations et de contraintes, on
définit le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff de |a maniére suivante :

T(x%t) = F(x°,t) " S(x%1) (2.66)

4 Lol de comportement

Laloi de comportement permet d’ établir le lien entre le tenseur des déformations et |e tenseur
des contraintes internes issues des modifications de forme du milieu continu. Il apparait
clarement que la nature ainsi que les propriétés structurelles du matériau considéré
conditionnent fortement |’expression de la loi de comportement. Je vais donc énumérer
plusieurs types de matériaux en donnant pour chacun d’ eux laforme de laloi de comportement
associée. Je m' attarderai plus particuliérement sur les matériaux de St Venant-Kirchhoff dont la
loi de comportement, en dépit de sa simplicité, est tout a fait adaptée a mon besoin d’'une
réponse non linéaire des fils du tricot.

4.1 Matériaux élastiques

Un matériau est élastique i le tenseur des contraintes 3(x°,t) dépend uniquement de la
position x° de laparticule et du tenseur gradient de latransformation F(x°,t) . Cela équivaut &
direqu'il existe une application X :Qx M, (R) - M,(R) telleque:

(x%t) =2(x°, F(x°1)) (2.67)

Pour un matériau éastique, le tenseur des contraintes ne dépend donc que des dérivées
premiéres de la fonction de position. Parmi les matériaux élastiques, on distingue une sous-
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famille particuliére de matériaux qualifiés d’homogénes. Un matériau élastique est homogeéne Si
le tenseur des contraintes est indépendant du point considéré. De maniére équivalente, il existe
une application £: M, (R) > M,(R) telleque:

2(x%t)=2(F(x°1)) (2.68)

Un principe général en physique affirme que toute quantité observable de nature intrinséque doit
étre indépendante de |a base orthonormée dans laquelle elle est calculée. Ce principe m’" améne
aformuler I’ axiome suivant.

Axiome de I’indifférence matérielle [Ciarlet 1986] [Souchet 2001]

Le vecteur des contraintes doit étre indépendant de la base orthonormée choisie pour calculer
le tenseur des contraintes & |’ aide de la réponse du matériau

Une conséguence de cet axiome consiste a dire que I’ on peut exprimer le tenseur des contraintes
comme une fonction du tenseur de Cauchy-Green C(x°t). En effet, le tenseur C(x°,t)
correspond au tenseur des dilatations dont les valeurs sont indépendantes de la base
orthonormée dans laquelle il est exprimé On définit aors une application
3:QxS; (R) —» S,(R) vérifiant larelation suivante :

2(x%, F(O,0) =E(x°, F(x°.)" F(°,1)) =2(x°,C(x" 1)) (2.69)

4.2 Mateériaux élastiques isotropes
Un matériau élastique est isotrope si le tenseur des contraintes est invariant par rotation, ¢’ est-a

dire:

2(x°F(x%0)=Z(x°, F(x°,)R) VReO,(R) (2.70)

Cette condition signifie que la réponse du matériau est identique dans toutes les directions
autour de la particule identifiée par x°. A partir de cette hypothése, le théoréme de
représentation de Rivlin-Erickson [Ciarlet 1986] permet de déduire I’ expression générale de la
loi de comportement associée a un matériau élastique isotrope.

S(x%C(0) =B ()T + B ,()CK, D) + B 5 (1) C(Kx°,1)?

(2.71)
ou 1o =(LCHHLLECE D) LECE 1))

B,.B, et B, sont des fonctions a valeurs réelles, le vecteur |, est composé des invariants
principaux du tenseur de dilatation de Cauchy-Green. L’expression de ces invariants
principaux est donnée dans |’ équation (2.72).

L(C,0) = tre(x’,)
(O ) =5 {(r ") - ety (2.72)
l,(C(x°,1)) = detC
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En exploitant la relation C(x°,t)=7 +2&£(x%t), on donne une expression des invariants
principaux de C(x°,t) en fonction du tenseur de Green-Lagrange £(x°,t) .

1L(C(° 1)) = 3+ 2tr E(x° )
L (C(x°, 1)) = 3+ 4tr E(x°, 1) + 2{(tr5(x°,t))2 —trg(x°,t)2} 2.73)

1,(C(x°,1)) = det (25 (x°,t) + T )

Ainsi, la décompoasition de laloi de comportement d’ un matériau él astique isotrope énoncée en
(2.71) devient :

5(x°,C(x% ) ) = = (x°) T + A (x°)(tr E(x°, )T + 2 (x°)E(x°, ) +0(£(x°, 1) x°) (2.74)

ol m, A e p sont des fonctions de la position x° dans la configuration de référence,
caractéristiques du matériau. Dans le cas particulier d'un matériau élastique homogéne
isotrope, ces fonctions deviennent invariantes. On définit alors une nouvelle loi de
comportement £:S;(R) — S,(R) fonction du tenseur des déformations £(x°,t) et de deux
scalairesh et .

S(E(x° 1)) =E(Z +26(x°,1)) = MrE(°,)T + 2uE(x°, 1) +0(E°(x, 1)) (2.75)

Les grandeurs scalaires A et p sont les constantes de Lamé. Ces deux grandeurs caractérisent
les propriétés du matériau et peuvent étre déduites de I’ expression du module de Young E et du
coefficient de Poisson v par |’ équation suivante :

Ev E
7”2(1—2v)(1+v) =

(2.76)

4.3 Matériaux de St Venant-Kirchhoff

Un matériau de St Venant-Kirchhoff est un matériau éastique homogéne isotrope dont la loi
de comportement correspond alapartie linéaireen £(x°,t) de (2.75)

S(ER0)=E(T +26(x°,1)) = Atr E(°,1)T + 2pER, 1) (2.77)

A ce titre, les matériaux de St Venant-Kirchhoff sont, dans le cadre de I'élasticité en
déplacementsfinis, les matériaux les plus étudiés.

4.4 Matériaux hyper élastiques

Un matériau est hyper élastique S'il existe une fonction d énergie potentielle de déformation
dont le tenseur des contraintes dérive. Dans le cadre d une description lagrangienne des
déformations et des contraintes, on considére une énergie potentielle e(x°,t) dont le second
tenseur de Piola-Kirchoff (2.66) dérive.
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Aing,
5(x°.1) =%<x°,t) (2.78)

& représente le tenseur des déformations.

On définit alors I’ énergie totale de déformation en sommant les contributions des énergies de
déformations e(x°,t) pour toutes les particules x° du domaine Q° que constitue le milieu
continu dans sa configuration de référence.

e () = jg e(x°,t)dx° (2.79)

A noter qu'un matériau de St Venant-Kirchhoff est un matériau hyper élastique. A partir
de I'expression du tenseur des contraintes (x°,t) donnée en (2.77), on déduit aisément
I” expression de I’ énergie potentielle de déformation.

e(xt)=2tr(£(xt)) +tr((x")) (2.80)

L’ énergie potentielle de déformation pour un matériau de St Venant-Kirchhoff peut aussi étre
obtenue a partir du produit contracté du tenseur des déformations &£ (xo,t) et du tenseur des
contraintes Z(XO,t).

(") =Z(x"1) Z(x") (2.81)

Laloi de comportement associée a un matériau de St Venant-Kirchhoff, de nature lagrangienne
puisgu’' elle lie le tenseur de Green-Lagrange et le second tenseur de Piola-Kirchhoff, permet de
calculer les contraintes internes imposées a un milieu continu a partir de ses déformations. Elle
demeure valable pour des corps matériels sujets a des déplacements finis dans la mesure ou le
tenseur de Green-Lagrange est invariant par transformation rigide et donc seulement sensible
aux changements de forme du corps.

4.5 Loi de Hooke

Laloi de Hooke est similaire alaloi de comportement d’ un matériau de St Venant-Kirchhoff a
ceci prés que le tenseur de déformations considéré est le tenseur e(xo,t) de Cauchy (2.63).
Cette loi de comportement est donc restreinte a |’ étude des corps matériels sujets a des petits
déplacements. Dans ce cas de figure, ou la position instantanée est presgue confondue avec la
position de référence, le tenseur de Cauchy est considéré comme une quantité eulerienne. Le
tenseur de contraintes déduit de cette expression de la déformation n’ est autre que le tenseur des
contraintes de Cauchy (2.64).
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Onaalors:

o (x(t)) =tr(e(x(t)) )T +2ue(x(t)) (2.82)

5 Application aux courbes splines materielles

Une courbe spline matérielle est un systeme mécanique curviligne sans épaisseur. Cette
hypothése mathématique consistant en une idéalisation du phénomeéne réel conduit a construire
des objets sans aucune existence physique. Afin de pouvoir utiliser les résultats précédents, qui
reposent sur la nature volumique du milieu continu, ils me faut considérer désormais des
courbes splines matérielles dotées d’ une épaisseur infinitésimale. Ainsi on considére, autour de
chague point de la courbe, une section matérielle orthogonale a la courbe dans sa configuration
de référence. On suppose de plus que cette section demeure orthogonale a la courbe en tout
instant t et ne subit que des déformations de nature eliptique. Ces hypotheses semblent
raisonnables dans la mesure ou |’ épaisseur de la courbe, et donc le rayon moyen de la section,
sont supposés négligeables. Autour de chaque point de la courbe de position p(j,m,t), on
construit un référentiel orthonormal  (u'(j,m,t),u®(j,0,t),u’(j0,t)) de sorte que son
premier axe u'(j,0,t) soit tangent a la courbe, ¢ est-a-dire que les vecteurs u'(j,m,t) et
o,p(j,0,t) soient colinéaires (Figure 49).

Configuration
de référence

Configuration
instantanée

< (R
\i\

Figure 49 Section d’ une courbe spline matérielle avec son référentiel associé

Finalement, la position d'un point materiel au sein de cette courbe spline matérielle avec
épai sseur, identifiée par un numéro de segment j et un multi-indice  =(o,,»,,®,)est donnée
par:

x(t) =p(j,0)1,t)+c02a2(j,ml)u2(j,col,t)+m3a3(j,0)1)u3(j,ml,t) (2.83)

Lestermes a,(j,o,) et a,(j,»,) représentent respectivement les facteurs de dilatation linéaire
au sein de la section matérielle dans les directions u?(j,o,,t) et u’(j,o,,t). Ces facteurs
permettent la modélisation des phénomenes de striction dans le plan de la section.
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Points de controle
@ pa Configuration instantanée

e pOa Etat de repos

Figure 50 Etat de repos d' une courbe spline matérielle.

La position de référence de chaque particule est obtenue a partir de |’ état de repos de la courbe
spline matérielle. Cet état de repos correspond a une courbe spline rectiligne, paralléle a I’ axe
Ox dont les segments ont des longueurs au repos fixées (Figure 50).

0 0/ : T N 0i T
X = (Pl ( J ’(Dl) 0, 033) = (Zi:lbil (ml)pll ®, 0)3) (2.84)
dx°2 F (xo,t)
Tenseur gradient de
transformation
XO dXOl
1 Configuration
0 ! .

6i ox(t) instantanée

15,0 om
Configuration dw?
de référence

® oot Espace

paramétrique

Figure 51 Construction du tenseur gradient de transformation a partir des fonctions paramétriques de
position.

Comme dans le modéle de Terzopoulos [ Terzopoulos 1987], chaque particule est identifiée par
sa coordonnée paramétrique o et non directement par sa position x° dans la configuration de
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référence. Terzopoulos choisit de mesurer la déformation subie par le corps en faisant la
différence des tenseurs métriques G°(w) et G(w,t), quantités exprimées dans I’espace
paramétriqgue donc sans grandeur physique. Pour construire un tenseur gradient de
transformation F (xo,t) dont I’expression soit conforme & celle proposée par la théorie de
I"élasticité, il faut étre en mesure d' exprimer la dérivée partielle de la position instantanée x(t)
par rapport a la position de référence x°. Pour cela, j introduis I’inverse de la dérivée partielle
de x° par rapport & @ (Figure 51) dans |’ expression de F (xo,t) . Cet artifice de calcul permet
de retomber dans les rails de la théorie de I'élagticité en définissant le tenseur gradient de
transformation comme une fonction de la configuration de référence , permettant ainsi d’ utiliser
d’'une maniére classique les caractéristiques du matériau comme paramétres naturelles des
contraintes internes.

ox ox om0 ox ,[ox°)
F O,t Z_t —_- t _:—t —_— 2.85
()= 25 0= 20 V70 am()[amJ (289)
D’ autre part,
ox a , oav’) oan’)  , )
%(t):[é_colu +o, o, +o, o, au’ au ou 8m1|=8m1p‘(2.86)

En supposant I"épaisseur infinitésimale, les paramétres , et ®, sont negligeables devant
0, (j,0,,t). A partir de maintenant, on considere que , =®, =0. Par conséquent, les termes
définis précédemment ne dépendent désormais plus que d'un seul paramétre scalaire o
(auparavant notéw, ). Aingi, I’ équation (2.86) se simplifie de lamaniére suivante:

%(t) =[6—|( i ,m,t)ul(j,m,t) az(j,co,t)uz(j,m,t) ag(j,co,t)ug(j,co,t)J (2.87)

ow,

L’ équation (2.87) permet d aboutir & une forme simplifiée de I’ expression du tenseur gradient
delatransformation ]—“(xo,t) , en effet on a:
F(x ) =U(j,ot)A(jot)

v(.o.0 (2.89)
L{(j,m,t):(u1 u’ uS)EtA(j,co,t)z a,(j,m,t)

a,(J,0,1)

Le scalaire v (j,0,t)=0,1(j,0,t)/8,1°(j,») exprime le facteur de dilatation relative dans la
direction tangente a la courbe spline matérielle. Naturellement, I'expression du tenseur de
Cauchy-Green C(x°,t) devient :

C(Xo,t)ZA(j,(D,t)T Z/{(j,co,'[)T L{(j,m,t)A(j,co,t) (2.89)
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Dans lamesure ot |a base des vecteurs (u',u’,u’) est orthonormale et le tenseur A( j,0,t) est
diagonal, I’ équation (2.89) se simplifieen :

C(xt)=A(jo.1) A(j.0.t)=A(j,0.t) (2.90)

Finalement, le tenseur de Green-LagrangeE(x°,t) est de laforme suivante.

'Y(j,(x),t)z—l
a,(jo.t) -1 (2.91)
ag(j,(o,t)z—l

S(xo,t)z

N

Les deux facteurs de dilatation radiale a,(j,o,t) et a,(j,»,t) sont inconnus. Deux équations
supplémentaires sont donc nécessaires afin de pouvoir expliciter complétement le tenseur des
déformations & (xo,t) et le tenseur des contraintes Z(XO,t) qui en découle.

S appuyant sur une hypothése couramment formulée dans la théorie des cogques minces, je
suppose qu'aucun effort n'est appliqué a la surface de I’objet. La section étant supposée
toujours perpendiculaire a la courbe, un vecteur normal n est forcément de la forme suivante
n=a,u’ +o,u’. Conformément al’ hypothése de nullité des efforts radiaux, on a:

o (x(t),t)n=0 Va,,0;:n=a,u’+au’ (2.92)

En raison de I’ épaisseur infinitésimale de la courbe spline matérielle, la propriété (2.92) peut
étre étendue a toute particule intérieure. On donne une expression aternative (2.93) du tenseur
des contraintes de Cauchy o (x(t)), dépendant explicitement du second tenseur de Piola
Kirchhoff, afin d'introduire de nouvelles équations faisant intervenir les coefficients de

2 (xt).
o (x(t)) = det (.’/’-"(x0 ,t))il FE°D)Z(x%t) F(x°,t)T (2.93)
L’ éguation (2.92) devient aors,

(FECHZE)FE,N) )n=0 Vo,,04:n=0,u +au’ (2.94)

En s'appuyant sur la définition du tenseur gradient de transformation d’une variété spline, on
développe I’ expression de |’ équation (2.94) pour aboutir alaformulation suivante :

UK AR, AR (U, ) 'n)=0
0 VoL, n=a,u’ +ou’

avec UKt)'n=|a, (2.99)

O3
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Enfin, puisque les tenseurs A(x°,t) et X(x%t) sont diagonaux, on débouche sur |’ expression
simplifiée ci-dessous.

0 0
AZ(Xoyt)Z(Xoat) o, |= azagzzz =

2
Oz 0383 X5

Va,,0, (2.96)

o O O

Par conséquent, I’égalité de (2.96) étant vérifiée pour tout o,,a,, on obtient deux nouvelles
équations portant sur les coefficients du second tenseur de Piola-Kirchhoff .

2 (xt) =Z(x°,t)3 =0 (2.97)

22 3

Conformément alaloi de comportement des matériaux de St Venant-Kirchhoff (2.77), les deux
équations de (2.97) sont équivalentes a:

2uE(x°t) :Zué’(xo,t)33:—Mr(é’(xo,t)) (2.98)

22
Aprés calculs, on débouche sur I’ égalité suivante :

c‘f(xo,t)z2 =€(x°,t)33 =—v€(x°,t)ll (2.99)

Cette derniere éguation permet de donner I’ expression définitive du tenseur de Green-Lagrange
E(xo ,t) :

1
5(x°,t)=%(y(j,m,t)2—1) v (2.100)

-V

Le tenseur 5(x°,t) présente une caractéristique structurelle trés intéressante. En fait, la
déformation le long de I’axe u' est couplée avec une déformation radiae dans le plan de la
section définie par (uz,uS) pondérée par le coefficient de Poisson v qui est, en mécanique, la
mesure naturelle de la striction.

Le premier terme du second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff peut étre obtenu gréce a
laloi de comportement (2.77).

Z(XO,t)ll = ltr(é’(xo,t))Jr 2u €(x°,t)ll =-2u €(x°,t)22 + Zué’(xo,t)n
=2;1[—(—vé’(xo,t)ll)+5(x°,t)n}z%(lﬂ/)é’(xo,t)n (2101)
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En définitive,

1
z(x°,t)=§(y(j,m,t)2—1) 0 (2.102)

Tout matériau de St Venant-Kirchhoff étant hyper élastique, je donne I’ expression de I’ énergie
de déformation pour un volume unitaire lagrangien (i.e. exprimé dans la configuration de
référence).
o(x",t) = S5 (x",1): £(x°,1)
2
E 0 2
=5 L (x%1) (2.103)
E . 2 2
_E(Y ( J,(D,t) _1)
L’ énergie totale de déformation est obtenue par sommation.

e (t) = [ e(x’,1)dx” = [[[ e(x°, )b cb s (2.104)

A I'aide d’ un changement de coordonnées approprié relatif al’ état de repos de la courbe spline
matérielle,

Xlo = pf(j1(’01)’ Xg =0y, Xg =03

. o, . . (2.105)
dx, =0,1"(j,»,)do,, dx, =dw,, dx; = do,
On débouche sur I" expression suivante :
totale _ ns : 0f;
e (t)—zj:lﬂje(J,oal,t)aml (j,0,)do,do,do, 2106

=" [[do,do, [e( j,0,,t)8,1°(j.0;)do,

On note s la surface de la section infinitésimal e supposée constante

e (1) - E55° [y (0.0 -1 2,7 (10 (2107
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D’ une maniere différente,

etotale (t) g

I t (juo.t)?
ja “” ja “” dco (2.108)

et == z Ial j,o)do

5.1 Aspects informatiques de [I'énergie continue de
déformation

Conformément au formalisme lagrangien, les efforts interviennent dans le moteur d' animation
dynamique par le biais de leurs puissances virtuelles dans |es mouvements virtuels induits par
chague coordonnée généralisee m,. De plus, s les efforts dérivent d'un potentiel, leurs
puissances virtuelles peuvent étre directement déduites par dérivation de I’ énergie potentielle :

a etotale

QW=-7

(t) (2.109)

Les coordonnées generalisees n,,, ,, correspondent, pour une courbe spline materielle, aux
coordonnées p, de ses points de contréle. En s appuyant sur la définition de I’ énergie totale de
deformation donnée en (2.108), on déduit I’ expression des coordonnées Q ., ,,(t) du vecteur
des forces généralisées correspondant aux contraintes internes.

6 etotale

Q)= (t)——zml PP B2 B " O-p°(1) | (2110)

oulestermes B, ., €t B, correspondent respectivement a

bl '(®)b}, "(®)b} (@)b} '©) bl '(©)b}, "(©)
Bimpq_éj PITSE do et B, ZI TS do (2.111)

j=1

Méme si I’on considere des fonctions de mélange polynomiales, les scaaires 5, et 5, sont
le résultat de I’intégration d’une fonction rationnelle qui ne peut étre a priori calculée de fagon
exacte. Mais puisgue ces termes intégraux sont constants, donc évalués une seule fois durant
I étape d’initialisation, je suis en mesure d’ utiliser une méthode d’ intégration numérique d’ ordre

élevé pour en déduire une valeur approchée de précision souhaitée.

En observant I'éguation (2.110), le calcul des puissances virtuelles des efforts internes
d dadticité révéle une complexité d’ordre o(n*), n correspondant au nombre de points de
contrdle. Par contre, dans un cadre pratique, nombre de modeles splines vérifient la propriété de
localité. Cette propriété garantit que la définition d’ un segment spline ne dépend que d’ un petit
nombre noté 6 de points de contréle consécutifs.
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On aalors,

bl (@)=0 pour i3, 1<j<ns o<[01] (2112)

' est I'ensemble des indices des & points de controle intervenant dans la définition du
segment spline j. 1l apparait alors plus judicieux de permuter les sommations afin d' obtenir une
expression alternative des puissances virtuelles des efforts internes d’ é asticité.

Es ) )
Quuyn®=— pe (t)| B, — Bl o’ () -p*(t)
“ 2 ,Zmz ‘ pqz s (2.113)

oo I ={je[Lng:i eI}

M LAQLYOLYQLEQ

b ()b (@)
mpq 0,1°(j,w)° do By _I

=S P 0) do (2114)
Le calcul des termes de I’équation (2.113) est d’une complexité d’ordre o(ns-8*) s on le
réaise al’aide d’ une boucle sur les ns segments j qui renseigne les 35 coordonnées Q, ), (1)
(pour ie3') en supposant que les 5* termes B . et les % termes B), (pour i,m, p,geJ’)
ont été pré-calculés pour chague segment durant I’ étape d’initialisation. Comme le nombre &
est une constante du model e spline choisi, la complexité effective est de I’ ordre de o(ns) =o(n) .

5.2 Loi de ressort équivalente

Afin de comparer |’ énergie continue de déformation gue je propose avec une succession de
ressorts répartis le long de la courbe spline matérielle, je dois étre en mesure d exprimer la loi
de ressort dont la réponse est équivalente a celle fournie par |’ énergie de déformation pour une
élongation donnée. Je rappelle I’ expression aternative du tenseur des contraintes de Cauchy
o (x(t)) apartir du second tenseur des pseudo contraintes de Piola-Lagrange =(x°,t) .

o (x(t) = det(]—"(xo,t))_l}"(xo,t):Z(xo,t):F(xo,t)T (2.115)

S n est le vecteur normal a un élément de surface infinitésimal dS, laforce F résultante d’ une
contrainte appliquée a dS est donnée par larelation F = dSc n. J applique cette formule dans le
cas particulier d'une courbe spline matérielle dont I'aire de la section instantanée est égale a
s'=a,a,;s de vecteur normal n=+u'. Puisque je ne m’'intéresse qu'au cas des efforts internes
d’ dlasticité, |’ espére trouver une relation entre réponse et vecteur normal delaforme:

a'=tsou’ (2.116)

ouA est I'intensité algébrique de la réponse de la contrainte des efforts internes. Des éguations
(2.88) (2.100) (2.115) et (2.116) on déduit une expression de A qui répond a cette attente, sous
laforme d'un polyndme d’ ordre 3, fonction du facteur de dilatation relative y :
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A =+aasutecu = i%y (v*-1) (2.117)

Pour illustrer les développements théoriques aboutissant a la formule (2.117), je propose une
expérience statique consistant en une mesure de réaction a la traction. Afin de demeurer
statique, cette expérience doit garantir que les efforts internes sont homogenes au sein du
systéme matériel. Cette hypothése est réalisée en choisissant une gravité nulle et un état de
départ homothétique a I état de repos. De cette maniére, les points de contréle de I’ état initial
sont déduits de |’ état repos par larelation suivante :

p'(0) =ap” (2.118)
Cette définition de la position des points de contrdle implique :
p(j.»,0)=ap’(j0)=7y(jw,0)=a 1<j<nsoe[01] (2.119)

Afin de m'assurer que la courbe spline matérielle demeure fixe dans son état étiré, j'impose
deux contraintes de position a ses extrémités. De cette maniére, les efforts visant a garantir la
réalisation des contraintes imposées aux faces extrémes de la courbe doivent exactement
S opposer aux contraintes internes appliquées aux mémes faces. Ces efforts de maintien sont,
dans les équations de Lagrange, représentés par deux multiplicateurs de Lagrange notés A, A, .
Les valeurs respectives A, et A, correspondent exactement aux intensités des efforts de
maintien de chague contrainte (2.120), fournissant un moyen de mesurer les contraintes internes
(opposées aux efforts de maintien) pour une é ongation donnée.

do=t— (v*-1), 7»1=$%y (v*-1) (2.120)

L es résultats de cette expérience pour différentes valeurs du facteur d’' éongation relative y —1
sont rassembl és et comparés avec la courbe de réponse théorique (2.117) dans le tableau 1.

160 +
Z 140 //0
8 120 P
£ 100 /
<80
@ /0/
8 60 /
@B 40
§ 20 | — Loi théorique
= & Mesures experimentales
O </ T T T T T 1
0 01 0,2 0,3 04 05 0,6
élongation relative (sans unité)

Tableau 1. Résultats de I’ expérience de réponse alatraction.
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L es précédents dével oppements démontrent clairement que tout segment spline rectiligne doté
de cette énergie de déformation se comporte, lors d’une éongation homogéne, comme un
ressort deloi :

f=2Es(/1,)((/1,)° -1) (2.121)

Par conséquent, si I'on considere gu'un segment spline demeurent, entre deux particules,
rectiligne avec une élongation homogene, les contraintes internes issues de I'énergie de
déformation peuvent étre approchées en attachant un ressort entre ces deux particules dont laloi
correspond a I'éguation (2.121). Cette hypothése me permet d’ envisager de comparer le
mouvement d'une courbe spline avec énergie continue de déformation avec celui d’une courbe
munie de ressorts répartis sur sa longueur

5.3 Energie de déformation vs. ressorts

Les tests de comparaison mis en cauvre sont d une nature relativement ssimple. En effet, ils
consistent en des simulations physiques de courbes splines matérielles dont les seules
différences résident dans la nature des efforts internes d’ élasticité. Une des cordes utilise une
énergie continue de déformation pour modéliser les contraintes internes tandis que les autres
sont dotées de ressorts de loi compatible dont |le nombre par segments varie selon la courbe
spline matérielle.

Le tableau 2 regroupe les résultats de deux expériences illustrées par la Figure 52 et la Figure
53. Le terme « Erreur » correspond a la moyenne par rapport au temps des racines carrés des
moyennes des carrés des distances séparant les particules du courbe étudiée et celles de la
courbe de référence dotée d'une énergie de déformation. Le « Temps » correspond au temps
machine total requis pour calculer une simulation de 5 secondes sur un processeur AMD Athlon
1.2 GHz.

Ces résultats numériques ainsi que les images issues des différentes animations dynamiques
révélent que |’ usage de trop peu de ressorts par segment (moins d'une douzaine) entraine des
erreurs inacceptables mais surtout que le modéle s appuyant sur I’ énergie de déformation est
d'un colt équivalent a un modéle a base de ressorts dont le nombre garantit seulement une
précision moyenne.

Ressorts par Corde fixée a une extrémité Corde fixée aux deux extrémités
segment Erreur Temps Erreur Temps
2.120s
2 0.2721'm 0.0976 m 4.110s
3.300s
5 0.0459 m 0.0814 m 5.310s
5.290s
10 0.0234m 0.0825m 7.280s
7.260s
15 0.0133 m 0.0825m 9.260s
9.250s
20 0.0107 m 0.0825m 11.240s
Elesteis - 6.230s - 8.250s
continue

Tableau 2 Résultats numériques des deux expériences réalisées avec des cordes.
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Figure 52 Images issues d'une simulation de cordes suspendues par une de leur extrémité. Les numéros
renseignent sur le nombre de ressorts pour chacun des 4 segments, le symbole « désigne la corde
d éasticité continue.

Figure 53 Images issues d’'une simulation d’une corde suspendue par ses deux extrémités, la courbe
transparente désigne la courbe d'élasticité continue. A gauche, 2 ressorts par segments. A droite, 10
ressorts par segment.
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6 Conclusion

Lamise en cauvre d’ un modéle continu d’ élasticité interne a surtout été motiveé par cette volonté
d’ aboutir a la réalisation d'un modéle continu unifié pour représenter des corps déformables.
Cette nouvelle étape, sans étre I’ avénement de ce but, constitue tout de méme un grand pas vers
un modéle purement continu.

D’autre part, le choix de la théorie de I'élasticité en grands déplacements fournit un cadre
théorique pour la description de la déformation qui soit :

o Compatible avec les modéles mécaniques utilisés dans I’industrie. Les paramétres de
I’énergie de déformation correspondent aux constantes caractéristiques du matériau
issues de mesures expérimentales.

o Non restreint aux petits déplacements, garantissant la robustesse du modéle pour
représenter des mouvements de grande amplitude.

Je tiens néanmoins a modérer mon propos. En effet, le travail présenté dans ce chapitre, qui
sinscrit dans une démarche a long terme, constitue mes premiers pas dans la représentation des
déformations. Bien que limités aux cas des courbes, les résultats obtenus sont satisfaisants a
plusieurs titres. Ce modéle se révéle en fait plus proche de la nature du milieu qu’'un modéle a
base de ressorts sans pour autant engendrer un surcolt de calcul important.

Le développement théorique suffisamment générique peut naturellement s étendre au cas des
surfaces et des volumes splines. Mais I’ accroissement de la complexité combinatoire induit par
le passage aux dimensions supérieures m’' encourage a envisager un modélisation modulaire des
lois de comportement me permettant de choisir I’ ordre maximum des termes intervenant dans
I’expression de la loi. Cette modularité devrait permettre d’ établir un compromis entre richesse
de représentation et performance.
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REDUCTION DE PARAMETRAGE :
APPLICATION AUX TEXTILES
TRICOTES

1 Introduction

Par expérience, on constate que I’ agencement complexe des mailles joue un réle important dans
le comportement dynamique global d’ une piéce d étoffe tricotée. Cette réflexion a amenée
I’ équipe d’animation dynamique du LERI & développer un modéle de textiles tricotés [Nourrit
1999] a I'échelle mésoscopique (une échelle intermédiaire entre |I'échelle microscopique et
macroscopique, décrivant le phénomeéne a I’ échelle du fil), contrairement aux modeles dédiés
aux textiles tissés dont la structure simple autorise une modélisation a I’ échelle macroscopique.
Le choix d’'un modéle mécanique a I’ échelle mésoscopique pour |I’étude du mouvement d’un
tricot me semble d’une part |égitime mais surtout nécessaire. En effet ce modéle, respectueux
des propriétés intrinseques du fil (répartition massique et propriétés éastiques), est par ailleurs
seul capable de rendre compte de la complexité structurelle des liages. Ce travail coincide avec
celui entrepris par Meifner et Eberhardt a la méme époque [MeiBner 1998]. En effet, ils
proposent aussi un modéle de tricots a I’ échelle mésoscopique en assimilant un fil a une ligne
polygonale joignant ce qu'’ils appellent les points de déformation qui ne sont rien d’ autre que les
positions échantillonnées d' application des efforts. Tout comme dans le modéle initial, les
efforts d’'élagticité interne sont modélisés par des ressorts disposés entre les points de
déformation. Ce modéle est utilisé dans un cadre statique pour observer |’ état de repos d’'une
structure tricoté. Cet état de repos est atteint par minimisation d’ une énergie modélisant d' une
part I’ élasticité des fils mais aussi les contraintes visant a préserver la structure tricoté. L’ année
suivante, Eberhardt et Weber [Eberhardt 1999] envisagent un modéle physique pour |’ animation
dynamique de tricots en proposant une extension de leur modéle a base de particules, utilisé
avec succes pour I'animation de textiles tissés. Ce modéle plus simple permet d’ envisager la
production d'animations de tricots en des temps raisonnables. Mais reste le probléme de
I’ adéquation du modéle avec la nature fortement non linéaire du comportement des tricots: ils
ont alors recours a des courbes de traction-allongement réalisées sur des échantillons de tricots.
Cette approche s éloigne d'une optique de prototypage virtuel dans la mesure ou il faut
concevoir les échantillons que I’ on souhaite simuler. Une autre lacune du modél e proposé réside
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dans la réponse au cisaillement et alaflexion. En effet, ne disposant pas de courbes de réponse
de cette nature puisque jugées non significatives pour des tricots, ils utilisent des courbes
expérimentales issues de tests sur des textiles tissés. Ce choix arbitraire renforce ma conviction
d’aborder I'animation dynamique de textiles tricotés par le biais d'un modéle mécanique a
I’ échelle mésoscopique.

Malheureusement la précision de ce modéle aboutit & des systemes d’ équations de grande taille
dont la résolution requiert des temps de calcul prohibitifs, rendant cette approche inadaptée a
I’étude du comportement de piéces d étoffe tricotée de grandes dimensions. |l semble donc
primordial d'y apporter des modifications afin de permettre la production d’animations de
tricots en des temps de calcul raisonnables. La solution que je propose s articule autour d une
méthode robuste et générique, devant déboucher a terme sur un modele a plusieurs niveaux de
détail mécanique pour I’ animation, permettant d’ adapter le nombre de données a gérer lors de la
génération du mouvement. Cette idée de niveau de détail mécanique a déja été abordée dans le
cadre des modéles « masses ressorts ». Sa mise en cauvre consiste en un raffinement ou un
appauvrissement du réseau des points matériels [Palazzi 1994] [Hutchinson 1996]. Cette
méthodologie exploite I'aspect discret des modéles « masses ressorts », elle n’est donc pas
envisageable dans mon cadre de travail ou j’ attache une grande importance au caractére continu
de I’approche dynamique. Je présente donc une nouvelle méthode conciliant mon souci de
manipuler un modéle continu et la garantie d’ une réduction importante de la taille du systéme a
résoudre. Pour cela, je m'appuie sur la méthode de changement de paramétrage qui, a partir
d'un nouveau jeu de coordonnées généralisees réduit et d’ une fonction de changement de
paramétrage, permet de reconstruire le paramétrage initial. Yannick Remion illustre les
nombreux intéréts de cette méthode en I’ appliquant a la gestion des contraintes par réduction
cinématique [Rémion 2000]. Pour ma part, j’exploite cette démarche afin de construire un
nouveau paramétrage du tricot dont les configurations accessibles demeurent suffisamment
diversifiées tout en garantissant que la taille du nouveau systéme d’ éguations soit bien moindre.
Je commence par rappeler les étapes importantes de la méthode de changement de paramétrage.
Notamment je détaille comment, a partir d'un nouveau jeu de coordonnées généralisées et de la
fonction de changement de paramétrage associée, on exprime les termes fondateurs du nouveau
systéme d’ équations a partir des termes du systéme initial. Enfin, j’expose la mise en cauvre de
cette méthode dans le cas particulier des tricots en étayant ma démarche de résultats qualitatifs
et quantitatifs justifiant I'intérét de cette approche en termes de performance et de respect du
comportement global de I’ étoffe. Les résultats présentés dans ce chapitre ont déjafait |’ objet de
publications [Nocent 2001a] [Nocent 2001b].

2 Réduction de paramétrage

Le méthode de réduction de paramétrage repose sur la construction d’'un nouveau jeu de
coordonnées généralisées 1 évoluant dans un espace réduit des configurations étendues U de
dimenson n+1<n+1. On définit alors une fonction de réduction de paramétrage
y:U—U qui, &partir des coordonnées généralisées réduites 7, permet de calculer le vecteur
1 des coordonnées généralisées initiales. On a donc larelation suivante :

~ — ~ ~ T ~
n=y(@) avec q=(q, W, - M,) e f,=n,=t 31
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Ainsi, I'ensemble des configurations permises par le paramétrage réduit i correspond au sous-
espace v(U) inclus dans I’'espace des configurations éendues U. Dans la mesure ou les
paramétrages n et 1 décrivent la configuration d'un méme systéme matériel, les termes
congtitutifs des équations du mouvement associées a chague paramétrage doivent étre en
relation. En dérivant I’ éguation (3.1), on établit une premiére relation entre les taux de variation
fi et 7 de chague paramétrage.

n= V(ﬁ)ﬁ ou V(i) = %(ﬁ) est la matrice jacobienne dey (3.2

En s appuyant sur laremargue suivante,

- 0 . 0 _
Vo (n) =ﬁ¥o(ﬂ) =Eﬂo =501 (33
j i

la matrice jacobienne V(1) de y présente des propriétés structurelles intéressantes,
synthétisées par I’ équation (3.4) :

1 0

“ 3.4
) V- G4

V(=] o
8ty

Avec |'égquation (3.5), je rappelle I’ expression du systéme différentiel équivalent aux éguations
de Lagrange. Pour le mouvement réel g(t) exprimé dans le paramétrage réduit, la matrice
M (£(t)) correspond & la matrice des masses généralisées et le vecteur E(E(t),é(t)) représente
I"’ensemble des efforts appliqués au systéme comme une différence des forces généralisées
Q(&(t),&(t)) et des termes inertiels In(2(t),&(t)). Je ne traite pas ici le probléme du
changement d’ expression des contraintes, ce travail ayant déja été abordé en détail par Y annick
Remion pour |es besoins de son habilitation adiriger des recherches [Remion 2000].

M (&(t)) £(t) = E(&(t),&(t)) (3.5)

Dans la pratique, la taille du systéme (3.5) est nettement plus petit que la taille du systeme
différentiel correspondant au paramétrage initial, garantissant ains le gain de performance
escompté. Afin d'établir les similitudes entre les deux systémes linéaires, je commence par
comparer les expressions de I’ énergie cinétique propres aux deux paramétrages.

Kk (@, =k (=7 (@), =V(@)1)
— i M) (36)
1

S (V) MG @) V@)
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Au final, on obtient larelation suivante :
M@®) =V@) MG @)VE) =V@H) M) V@) (37)

Plus précisément,

M” (@) =V @) M@V'@)=[0 V'@ |M(n) [ (338)

)
v©(m)

soit en définitive,

M @)=V @) M (V" @) (39

Je m’intéresse maintenant au terme des efforts généralisés Q(ﬁ,ﬁ) correspondant au vecteur des
puissances virtuelles des efforts donnés dans les N mouvements figés d’entrainement du
paramétrage réduit. On cherche en fait a exprimer le vecteur Q(ﬁ,ﬁ) apartir du terme Q(n,7),
vecteur des puissances virtuelles des efforts donnés dans les n mouvements figés

d’ entrainement du paramétrage initial.

La définition du terme Q(n,n) dans les équations de Lagrange vient de I’expression des
puissances virtuelles des efforts donnés appliqués au systéme dans les différents mouvements
virtuels compatibles avec le paramétrage initiad m et coincidant en I'instant éudié avec le
mouvement « réel » éudié. La puissance P (n,n,n ) des efforts donnés appliqués au systéme
matériel dans un mouvement virtuel compatible avec le paramétrage n et coincidant en I’ instant
étudié avec le mouvement « réel » éudié s écrit :

P'(mai) =2 Qma)d =1"+Q(n.n) (3.10)

De facon équivalente, la puissance P’ (ﬁ,ﬁ,ﬁ*) de ces efforts dans un mouvement virtuel
compatible avec le paramétrage n vaut :

P@an)=>  Q@wn =1 -Q@@n) (3.12)

Par construction, un mouvement virtuel compatible avec le paramétrage réduit n est forcément
compatible avec le paramétrage initial n. Ainsi, les mouvements virtuels utilisés dans (3.11)
sont aussi valides pour (3.10) et I’expression de la puissance virtuelle des efforts donnés dans
ces mouvements peut étre indifféremment calculée d aprés (3.10) ou (3.11). On aboutit donc a
I’ égalité suivante :

Q@M = (V" @M )+Qk (), V() )
(V@) Qu @, V@) W (3.12)

(V@ @),V W)
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L’ égalité (3.12) est valide pour tout mouvement virtuel compatible avec le paramétrage réduit
1. Ainsi, en considérant les mouvements figés d entrainement, on arrive a la conclusion
suivante :

Q@M =V"{®)" Q(nM) (3.13)

Il est important de mentionner que les efforts considérés sont identiques dans les deux
paramétrages. Mais comme les évolutions cinématiques permises par les deux paramétrages
sont différentes, les effets de ces efforts sur le mouvement du systéme, « mesurés» par leurs
puissances virtuelles dans des jeux de mouvements virtuels différents, ne sont pas identiques
selon le paramétrage. Par contre si un mouvement réel €(t) exprimé dans le paramétrage initial
reste toujours compatible avec le paramétrage réduit, son analyse a |’aide de ce paramétrage
réduit donne exactement le méme mouvement.

Enfin, je termine |’ exposé de la méthode de réduction de paramétrage en donnant succinctement
I’expression des termes inertiels (3.14) dans le paramétrage réduit n. Je m’attarde peu sur
I’ expression de ces termes dans la mesure ou, comme je le montrerai dans la section suivante, le
paramétrage réduit que j’ utilise pour les tricots génére un nouveau systeme différentiel a matrice
des masses généralisées constante, dépourvu par conségquent de termes inertiels. Jinvite le
lecteur désireux d’obtenir plus de détails concernant les termes inertiels a lire I’annexe |1 de
I” habilitation a diriger des recherches de Y annick Remion.

In(@,0) = V" @) (In(n,/) + M” ()¥ (A1)

o A (3.14)
() =n"H@n
U R e hess
Hj (7) =— —, () matrice hessienne (3.15)

U]

3 Application a I'animation des textiles tricotes

Conformément au modele mésoscopique proposé par Jean Michel Nourrit [Nourrit 1999, le
paramétrage d’ un morceau d’ éoffe est donné par les positions des points de contrdle de chagque
fil qui le constitue. Mais ce paramétrage, au nombre de degrés de liberté important, est de nature
incompléte puisqu’il ne rend pas compte de la nature du liage. La structure des boucles est alors
modélisée a I'aide de contraintes de contact entre fils. Ces contraintes, qui implicitement
réduisent considérablement le nombre de degrés de liberté de la piece d éoffe, engendrent de
nouvelles inconnues correspondant aux efforts de liaison garantissant leur réalisation. Ceci a
pour conséquence d’ accroitre lataille déjatres grande du systéme d’ équations a résoudre.

Ainsi, une réduction du paramétrage est tout a fait justifiée puisqu’un grand nombre des
inconnues intervenant dans la résolution ne correspondent pas a proprement parler a de
nouveaux degrés de liberté mais plutbt a des efforts venant réduire I'ensemble des
configurations possibles. Ainsi, au prix d une hypothése simplificatrice, j’ai mis en place le
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mécanisme de réduction de paramétrage en vue de se rapprocher du nombre véritable de degrés
de liberté de I’ é&offe tout en s efforcant de conserver un comportement macroscopique riche.
Bien gu'il ne s agisse pas exactement d’' une réduction cinématique (i.e. utilisation des équations
de contraintes pour exprimer certains degrés de liberté en fonction d’ autres), cette approche a
deux avantages majeurs. Elle permet tout d’'abord de diminuer le nombre dinconnues
correspondant au systeme matériel éudié. Mais surtout, elle autorise une prise en compte
implicite des nombreuses contraintes de contact entre fils gréce a la réduction de paramétrage
choisie. Je développe maintenant en détail ma solution au probléme de réduction de paramétrage
pour les textiles tricotés.

3.1 Mise en ceuvre

3.1.1 Volume paramétrique englobant

Pour la réduction du paramétrage, j’ai choisi d'utiliser un volume paramétrique englobant
I’ensemble des mailles de I'étoffe. Puisque les variations d épaisseur d'un tricot sont
relativement faibles, il apparait plus pertinent de privilégier, ala place d' un volume spline dans
les trois directions, un volume dont la variation paramétrique en épaisseur soit linéaire. Ce choix
permet de réduire encore le nombre de degrés de liberté du tricot. En fait, ce volume noté V est
obtenu par interpolation linéaire entre deux surfaces paramétriques S; et S, « paralléles» ala
surface moyenne du liage (Figure 54). Ces deux surfaces S, et S, sont des surfaces splines
bicubiques séparables définies a partir d'un méme nombre n=(n;,n,) de points de contrdle
notés respectivement p%* et p>*, réparties en un méme nombre de patches ns = (ns;,Ns,) .

Figure 54 Volume paramétrique V composé de (2,2,1) patches, défini a partir de (5,5,2) points de
contréle.

Pour garantir la lisibilité du document, je choisis de reprendre les notations utilisées pour les
variétés splines. Les points de contrdle du volume V sont donc indexés a I’aide d'un triplet
i = (i,,i,,i;) delafagon suivante:

. [py® §i =1
Vi=(ini,i) e N2 x {12l :p¥i =P : (3.16)
1772973 n .
p>®* sinon
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De cette maniére, le volume englobant V doit étre considéré comme une variété spline de
dimension 3 composée de (n,n,,2) (que I’on notera désormais n) points de controle et de
(ns;,ns,,1) (dorénavant noté ns) sous-variétés splines. La position temporelle p((t, j,(o) d'un
point du volume V de coordonnées paramétriques o =(o,,0,,0;) a I'intérieur de la sous
variété d'indice j=(j,, j,,1) délimitée par les patches de S, et S, d'indice (j,, j,) est donnée
par I’ expression suivante :

Rx N2, x[0,1]° - R®
. (tiw)~p(tiw)= Y bi(w)p"”

1<i<n

(3.17)

Ou la fonction de mélange b! correspond au poids de la contribution des points de contrdle
d’indice i pour la définition de la sous-variété j, obtenue par le produit de la fonction de
mélange séparable b ()b (0,) des surfaces S, et S. avec une fonction d'interpolation
linéaire de lavariable ;.

(1-w,) s ;=1

_ (3.18)
®, sinon

b; ((’)) = bijll (ml)bijz2 (mz)bi3 (@3) avec bi3 (@3) = {

Les points de contrdle (p*'),.,., du volume englobant V correspondent aux nouveaux degrés du
liberté du systéme matériel. On introduit maintenant la bijection " , fonction de transcodage
permettant d établir le lien entre I'indexation multi-indicielle des points de contrdle et
I”indexation entiére du vecteur des coordonnées généralisées.

n

o ol am nmcatiean
(ipipnig ) > 0 (iniy,ig ) = (i; — 1) nn, + o3 (iyi,)

D’une maniére classique, les coordonnées généralistes n’ du volume englobant V sont
obtenues gréce a larelation ci-dessous :

Yl 1<k<3 (3.20)

V1<i<n: ﬂZV(i)+(k_1)n = B

Par conséquent, |e vecteur des coordonnées généralisées n* ala structure suivante :

T

— S.1 S, $.1 S, S , Sl , Sl , Sl ,
n = pl ,...’pln,pl ,...’pl “1 A ,...1p2“, 5 ,...1p2 “, A ’...’pS“’ A ’...’ps n

surfaceS; surfaceS, surface§; surfaceS, surfaceS§; surfaceS,

X y z

A partir de la définition des coordonnées généralisées n" du volume englobant V (3.20) et de la
position temporelle (3.17), je suis en mesure de définir la fonction de positionnement ®
associée a cette variété spline.
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0. {Ux N?, x[0.1]° > R®
(n.j.0) = @(n.j, 0)) (3.21)
ou @, (n,j,0)= Zb‘ ij n|+k1) 1<k<3

1<i<n 1<i<n

3.1.2 Plongement du liage

Avant toute chose, pour alléger les notations déja chargées, je considéere des évolutions ne
dépendant pas explicitement du temps. De cette maniére, |’ omettrai dorénavant de mentionner la
coordonnée 1, du vecteur des configurations étendues 7 .

Je dispose d'ores et déja d’' un jeu réduit de degrés de liberté pour un tricot, correspondant aux
points de contréle du volume englobant V. Dans un deuxiéme temps, il me faut définir une
fonction de réduction de paramétrage pour déduire des degrés de liberté réduits les degrés de
liberté initiaux, correspondant aux points de contrdle de chacun des fils. A cette fin, je formule
I"hypothése simplificatrice suivante: les points de contréle des fils sont a coordonnées
paramétriques constantes au sein du volume englobant V. Cette hypothése est a rapprocher de
celle effectuée dans les Free Form Deformations [Sederberg 1986] dans la mesure ou les fils
sont considérés comme figés dans un volume déformable. Mais, conformément a la démarche
de changement de paramétrage, j’ gjoute une dimension dynamique a |’ approche de Sederberg
qui congtitue I'innovation de cette méthode. En effet, les déformations appliquées au volume V
proviennent de |’ application des efforts sur les fils du tricot et non d' une simple transformation
géométrique.

Cette fonction de réduction de paramétrage que je qualifie de fonction de plongement du liage
permet, a partir d’ une configuration n’ du volume englobant V, de calculer les positions des
points de contrdle de chaque fil constitutif du tricot.

Soit un tricot composé de r rangées de mailles et par conséquent der fils, on note (p™'),.._, le
vecteur constitué des nf points de contréle du fil f (1< f <r).

Les coordonnées généralisées ' = (0" )..;.ay du fil f S expriment de la maniére suivante :

f fil f,nf

T R S T

X y z

(3.22)

En s appuyant sur ces notations, on donne la définition de la fonction y " :R* — R*" qui
permet de déterminer la position des points de contréle du fil f :

11|<f+(|-1)n = (y f (nv ))k+(l—1)n
=, (t,j"0") (3.23)

=2 bjfk ( f’k)ni\i(l—l)n

I<i<n
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ol o =(oa1f 'k,m;'k,oo;'k) sont les coordonnées paramétriques constantes, au sein de la sous-
variété d'indice j™* = ( AR ,1) du volume englobant, du point de contréle k appartenant au
fil f.

De par I'équation (3.23), il apparait que la fonction y ' :R* — R*" est une application
linéaire, on note alors I'" e M, ,, (R) sa représentation matricielle. De plus, les coefficients
de I'" associés aux coordonnées ﬂiv+(|_1)n dans I’ expression (3.23) sont identiques pour 1=1,2,3.
Cette particularité implique, au vu de la structure des vecteurs n* et ', que lamatrice I'" est
constituée de trois blocs identiques :

rf
f_pf. Vv N f = f = f nf nv =t kit f.p
n'=r'n’ ourf= I . avec I' eM(R",R ),rpq_b;,l(q)(m ), (324)

Si I’'on nomme 1 le vecteur correspondant a la concaténation des coordonnées généralisées de
chacun desfils, on obtient I’ expression suivante :
.

B P o L S % S g1y 1 R PN 1 L1 oim ot aen
N=M My M M Ny M M Mg Mg Mg ™M™

fil 1 fil r fil 1 fil r fil 1 fil r

Le vecteur des configurations n correspond, en reprenant la terminologie de la section 2, au
paramétrage initial du systéme matériel. Et la fonction de plongement du liage I" définie en
(3.25) représente lafonction de réduction de paramétrage.

f\l
o

Y  avec TI'= : (3.25)

3.2 Validation qualitative

Il semble clair que cette méthode de réduction de paramétrage n’est viable que si elle préserve
suffisamment de degrés de liberté significatifs au systéme matériel, de sorte que son évolution
dans ce nouvel espace cinématique réduit soit assez riche pour permettre des mouvements
comparables, a I'échelle macroscopique, a ceux fournis par le paramétrage initial. Ceci est
parfaitement envisageable pour le cas des textiles tricotés dans la mesure ou I’ espace initial des
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configurations est largement sous exploité du fait de I’ existence de nombreuses contraintes de
contact. La réduction de paramétrage s effectue alors au détriment des petites déformations
locales des boucles, possibles dans e paramétrage initial mais considérées négligeables dans le
paramétrage réduit. Afin de vérifier cette affirmation, j’entreprend tout d'abord une validation
de nature qualitative. Jimpose au volume englobant V plusieurs déformations de nature
géométrique. Les mailles du tricot sont alors reconstruites au sein du volume déformé par le
biais de lafonction de plongement du liage.

Cette méthode permet d’ apprécier la pertinence du choix de la fonction de paramétrage (Figure
55, Figure 56, Figure 57 et Figure 58) dans la mesure ou les déformations imposées au tricot ne
viennent pas détériorer la structure du liage et conduisent a des géométries de boucles
convaincantes. Cette premiere vérification concluante permet d envisager de poursuivre la
démarche en déduisant le systeme différentiel réduit, dont les inconnues correspondent aux
coordonnées généralisées du volume V, a partir des éléments constitutifs du systéme différentiel
correspondant au paramétrage initial.

T

Figure 56 Cisaillement dans |e sens des colonnes et des rangées
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Figure 58 Torsion dans |e sens des rangées et des colonnes

3.3 Construction du systeme différentiel « réduit »

3.3.1 Matrice des masses généralisées

Je commence par expliciter la structure de la matrice des masses généralisées pour le
paramétrage réduit n’ . Pour cela, je rappelle I'expression de M' (1< f <r), la matrice des
masses généralisées associée a chaque fil f. Les propriétés structurellesde M’ ont été détaillées
dans |e chapitre 1 : Géométrie des variétés splines.

M'eM, (R) ; M'= m' (3.26)

Si on note M la matrice des masses genéralisées associée au paramétrage initial 7,
concaténation des coordonnées généralisées desfils, on a:
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MeMB.an(R) ; M= m avec m= (3.27)

f r

De par I’ expression particuliére de lafonction ' (3.25), la matrice des masses généralisées M”
associée au paramétrage réduit ' s exprime comme suit :

mV

M'eM,, (R) ; MY=T"MTI'= m’ avec m' =>T"m'I" (3.28)

\ i=1

Comme la fonction de réduction de paramétrage est linéaire, sa jacobienne représentée par la
matrice I est constante. Cette invariance de la jacobienne garantit que la matrice M est elle
auss constante. Ce résultat permet de calculer par avance la matrice MY ains que sa
décomposition lors de I’ initialisation afin d’ accélérer larésolution du systéme réduit.

3.3.2 Puissance virtuelle des efforts

D’ autre part, le vecteur Q" des puissances virtuelles des efforts exprimés dans le paramétrage
réduit " S obtient de lafagon suivante :

Q'=I'Q aec Q=(Q" Q")

C (3.29)

QV:ZFf Qf
f=1

Le vecteur Q" correspond au vecteur des puissances virtuelles des efforts appliqués au fil f,
exprimées dans le paramétrage initial 1.

3.4 Exemple numeérique

On considere un volume englobant V constitué de (5,5,2) points de contréle, englobant un
morceau de tricot de 15 rangées et 15 colonnes de maille jersey. A raison de 8nc+3 points de
contrble et de 2nc contraintes vectorielles de contact fil a fil par rangée pour nc colonnes de
jersey, on obtient les données suivantes.
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Degrés de liberté par fil 3x(8x15+3)=369

Contraintes scalaires par fil 3x(2x15)=90

Total des inconnues 55535+1350=6886 150
scalaires

Lorsque I'on s'intéresse au hombre d’'inconnues scalaires intervenant dans chague paramétrage,
on s apercoit que la méthode de réduction de paramétrage mise en place induit une diminution
du nombre d’'inconnues d’ un rapport a peu prés égal a 45. Cette réduction drastique du nombre
d’inconnues a gérer lors de larésolution garantit comme on I’ espérait un gain trés significatif en
terme de temps de calculs. Les 4 images de la Figure 59 illustrent, malgré la réduction
importante des degrés de liberté du systéme, la préservation de la richesse du mouvement.
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Figure 59 Images issues d' une animation d'un volume englobant composé de (2,2,1) sous-variétés,
englobant un échantillon de 15 colonnes et 15 rangées de maille jersey.

Les deux images de la Figure 60 illustrent une autre particularité de la méthode de réduction de
paramétrage. En effet, méme s les degrés de liberté du tricot correspondent aux coordonnées
des points de contréle du volume englobant V, les efforts qui lui sont appliqués sont une ré-
interprétation dans le paramétrage réduit des efforts appliqués aux fils. Cet aspect permet de
rendre compte de déformations non uniformes au sein du volume englobant pourtant régulier.

Figure 60 Images issues d'une animation d’un échantillon suspendu, lesté par des masses disposées de
fagon asymétrique.

4 Conclusion

Pour résumer, j'ai présenté dans ce chapitre une application de la méthode de changement de
paramétrage visant a mettre en place les bases théoriques d' une nouvelle méthode de niveau de
détail mécanique compatible avec mon modéle dynamique continu. Cette méthode ne procéde
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pas par raffinement ou appauvrissement de la discrétisation du systéme matériel étudié mais
plutbt par réduction de ses degrés de liberté, conformément au formalisme lagrangien. Cette
méthode permet d obtenir un systéme d’ équations beaucoup plus petit et par conséquent de
diminuer les temps de calcul pour la production d’ animations. Mais le mécanisme de niveau de
détail sur des structures discretes est en régle générale adaptatif, permettant ainsi de faire varier
dynamiquement la taille du systéme a résoudre. Pour le moment statique, cette méthode doit
évoluer afin de me permettre d’' adapter dynamiquement le nombre de sous-variétés constituant
le volume englobant V, modifiant le nombre de degrés de liberté des boucles selon les
configurations et les efforts appliqués.
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Ce dernier chapitre est I'occasion de dresser le bilan des travaux réalisés durant ces quelques
années de recherche. Comme je I’ai mentionné en introduction, les objectifs de cette thése
étaient doubles de par la diversité des contextes de I’ époque.

Tout d'abord, I'importante restructuration des travaux de I’ éguipe d’animation dynamique du
LERI m’encouragea a participer a cet effort commun en entreprenant la rédaction de plusieurs
travaux bibliographiques. Ces travaux qui constituent une bonne partie de ce mémoire de thése
sont au nombre de trois.

La premiére étude bibliographique a pour theme une justification des éguations de Lagrange. Ce
sujet, bien qu’en apparence tres éoigné des considérations informatiques, est néanmoins d’ une
importance capitale pour tout informaticien désireux de mettre en oauvre une application
d'animation s appuyant sur les lois de la physique. Mais je ne cherche pas a donner une
démonstration mathématique rigoureuse de ces équations. Je cherche plut6t a guider le lecteur
dans le développement de ce formalisme: je m'emploie a dégager son sens physique en
illustrant chague concept fondateur. Cette étude a pour vocation d’ éviter au lecteur de buter sur
les nombreuses difficultés ou ambiguités des équations de Lagrange et de lui fournir tous les
éléments nécessaires a une implantation informatique des éguations de Lagrange.

La deuxiéme étude qui traite des problémes d’intégration numérique, autre discipline étrangere
a I'informatique, est rédigée avec le méme souci didactique. La résolution d’'éguations
différentielles de nature quelconque s appuie sur des méthodes numériques pour déterminer une
solution approchée. Mais les méthodes existantes sont nombreuses et ne présentent pas toutes
les mémes avantages ou inconvénients. Une classification se révéle alors précieuse pour aider
I’'informaticien & choisir la méthode d’intégration la plus appropriée au probleme qu'il cherche a
résoudre. J expose alors plusieurs critéres de comparaison avant d’introduire les méthodes les
plus couramment utilisées. L’intérét de cette étude réside dans la synthése de ces méthodes,
répertoriées selon leur nature, leurs avantages et inconveénients respectifs.

Enfin la derniére éude de cette premiére partie consiste en un état de I'art des modéles
déformables pour I’ animation dynamique. Cette étude, tout a fait classique pour un mémoire de
thése, permet de dresser une cartographie des différentes approches retenues pour |’ animation
dynamique d objets non rigides. Cette étude a le mérite de présenter les avantages et les
inconvénients et de justifier la nécessité du modéle que je présente dans la deuxiéme partie de ce
mémoire.

La deuxiéme partie de ce document, initialement motivée par le contexte applicatif de mon
travail, développe les étapes de I’ éaboration d’ un modél e mécanique générique pour représenter
un milieu continu déformable. En effet, mon travail de thése s inscrit dans la continuité de celui
de Jean-Michel Nourrit qui consista a proposer un modéle informatique pour la représentation,
I"animation et la visualisation de textiles tricotés. Ce modele repose principalement sur un
model e de courbes splines qui correspondent aux fils constitutifs du tricot. Ce modéle que nous
qualifions de courbe spline matérielle est en fait al’ origine du modéle innovant que je propose.
En effet, animé par cette volonté d unification et de généraisation des travaux de I’ équipe,
j"entrepris une refonte du modéle de Jean-Michel afin qu’il réponde aux nouvelles exigences du
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moteur d'animation dynamique unifié mais aussi qu'il permette de représenter une plus grande
gamme de corps déformables. La premiere étape de cette unification consiste en la proposition
d'une définition de courbe spline indépendante de la nature des fonctions de mélange.
L’introduction de la notion de segment spline permet de généraliser la propriété de localité
(réalisée par certaines courbes splines) atoutes les courbes splines sans distinction. La deuxiéme
étape débouche sur une définition de variété spline qui vient unifier les définitions trés
similaires de courbes, surfaces et volumes splines. Ce nouveau modéle rassemble une grande
variété de formes d'alures et de dimensions quelconques. Ce modéle de corps déformable se
distingue des autres par sa capacité a préserver la continuité du milieu qu'il représente. D’ autre
part, sa simplicité (la position d'un point de la variété spline est obtenue par combinaison
linéaire d’un nombre réduit de points de contrdle pondérée par des fonctions de mélange)
permet de réaliser de nombreuses simplifications des éguations du mouvement, débouchant sur
I"expression d’'un systeme différentiel équivalent et formellement exact. La préservation de la
continuité demeure une préoccupation centrale lorsque j'éend I’expression du modéle de
variété spline a la dynamique. Je détaille d'ailleurs la construction d’ une répartition massique
continue paramétrique a partir de la définition d’une densité de masse par unité de longueur,
plus intuitive pour I’ utilisateur du modéle. La nature méme du modéle autorise |’ expression de
forces ponctuelles en des points quelconques de la variété du fait de sa nature continue.
Contrairement aux approches couramment répandues, je ne procéde pas a une discrétisation du
milieu pour déboucher sur une expression simplifiée des équations du mouvement. La seule
discrétisation persistante que je souhaite éliminer réside dans la modélisation des efforts
internes d’ élasticité. Dans un premier temps, j’ utilisais des ressorts réguliérement répartis au
sein de la variété pour représenter les contraintes internes. Mais, fidele a cette volonté d’ aboutir
a la définition d’'un modéle mécanique continu, je développe mes efforts pour construire une
énergie continue de déformation issue de la théorie de I' élasticité en déplacements finis. Ces
premiers travaux se limitent pour le moment au cas des courbes splines. Mais les résultats
satisfaisants de par leur adéquation a la définition des matériaux et le surcolt négligeable en
temps de calculs m’ encouragent a continuer dans cette voie.

Une fois le modéle de variété spline construit, je m'’ oriente de nouveau vers la simulation de
tricots. J exploite le modéle générique proposé afin de réaliser certaines optimisations sur le
modéle initial de tricots pour équilibrer le souci de réalisme avec les besoins de performance. Je
mets a profit la méthode de réduction de paramétrage en plongeant les mailles du tricot dans un
volume spline englobant. Le nouveau systéme matériel que constitue ce volume est doté d'un
nombre réduit de points de contrdle et est dénué de toute contrainte de contact entre fils. Cette
approche permet d’ aboutir & un systeme d’ équations de taille trés réduite en comparaison avec
celui déduit d’ une modélisation al’ échelle du fil.

Nombre des objectifs ont aors été atteints durant cette thése mais naturellement pas tous. Ainsi,
ce travail mérite d'étre prolongé pour atteindre une véritable maturité. Parmi les nombreuses
perspectives que I’ on peut envisager, voici celles qui me semblent nécessaires a |’ évolution du
modéle de variétés splines :

Le nombre de fonctions de mélange actuellement implantées au sein du moteur d’animation
dynamique est relativement faible et se limite essentiellement aux fonctions cubiques
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d'interpolation. L’ architecture de classes a été concue pour que I’ gjout de nouvelles fonctions se
fasse de fagon naturelle. Ne reste plus alors qu’ a retrousser ses manches pour entreprendre leur
codage et enrichir ainsi la palette de formes envisageables au sein du modéle. Toujours dans le
but d’enrichir les formes réalisables, |’ envisage d’ autres configurations de réseau de contréle
gue la configuration parallélépipédique jusqu'a la utilisée. En utilisant, des objets splines
circulaires dont les extrémités partagent les mémes points de contréle, on peut aors
naturellement représenter des objets sphériques, cylindriques ou toriques. Une autre piste
consiste a travailler non pas sur le réseau des points de contrble mais sur le domaine
paramétrique qui identifie les particules du corps déformable représenté par une variété spline.
Ces approches non encore implantées sont sérieusement envisagées.

Une autre direction de recherche issue du modele de variété spline est I’ enrichissement de la
définition de I’ énergie continue de déformation dont découlent les efforts internes d éasticité.
En effet, ce travail qui sinscrit dans une démarche rigoureuse et générale se limite dans ce
mémoire au cas des objets linéiques. Ce modéle ayant fait ses preuves, |’ étape de validation est
satisfaisante et me permet d’ envisager son extension au cas des dimensions supérieures. Je suis
conscient que cette extension va engendrer un surcodt important du fait de I’explosion
combinatoire. Pour cette raison, j'envisage auss de rendre I'expression de la loi de
comportement plus modulaire afin de pouvoir régler I’ordre des termes intervenant dans son
expression.

De fagon plus pragmatique, les efforts réalisés pour accroitre la performance de modéle de
textiles tricotés sont satisfaisants mais doivent étre approfondis. La méthaode de réduction de
paramétrage permet de réduire de fagon importante le nombre d’'inconnues intervenant dans les
équations du mouvement. Mais cette réduction est statique et peut se révéler inadapté pour
rendre compte d’une déformation importante trés localisée d’ un échantillon textile. Pour que
cette méthode puisse devenir une véritable méthode de niveau de détail mécanique, il nous faut
envisager la possihilité d’ adapter dynamiquement les degrés de liberté du volume pour pouvoir
rendre compte plus finement des déformations locales.
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Animation dynamique de corps déformables continus
Application a la simulation de textiles tricotés

Les progres réalisés en animation par ordinateur ne cessent de repousser les limites de I’ensemble des
formes dont on peut reproduire le mouvement. L’ évolution de formes changeantes notamment est d’ ores et déja
un centre d’intérét important au sein de la communauté de I'informatique graphique. L’ animation dynamique,
qui repose sur les équations de la physique, consiste en une des voies envisageables pour représenter la
déformation. L’avantage d'une telle approche réside dans I'adéquation du modéele avec les propriétés
intrinseques de la matiére décrites par la physique. D’ autre part, I’ évolution de ces corps étant conditionnée par
les équations du mouvement, I'animation dynamique permet d automatiser le processus de génération
d animations.

Mais |’animation dynamique requiert la malitrise de compétences étrangeres a |’informatique telles que la
mécanique et I'analyse numérique. Afin de tenter de répondre a quelques problémes cruciaux auxquels
I'informaticien doit faire face pour la réalisation d’un logiciel d animation dynamique, la premiére partie de ce
mémoire rassemble des études bibliographiques traitant d’'une justification des équations de Lagrange, d'une
classification des méthodes usuelles d'intégration numérique et d'un état de I'art des modéles déformables
proposés en animation dynamique.

Nombre de modéles de corps déformables, méme s'ils reposent sur des équations régissant le comportement
des milieux continus, ont recours a une étape de discrétisation. Cette étape se traduit par une répartition de la
masse totale du corps parmi un ensemble discret de points caractéristiques. Dans la deuxiéme partie de ce
mémoire, je développe ma contribution a I’animation dynamique en présentant un modeéle innovant de corps
déformables dont la répartition massique est continue. Ce modéle, qui s appuie sur une définition spline, englobe
a la fois les courbes, les surfaces et les volumes splines. La définition géométrique de ce modele couplée avec
une description paramétrique continue de la masse permet de réaliser des simplifications formelles des équations
du mouvement pour déboucher sur un systéme différentiel équivalent aux propriétés structurelles intéressantes.
Je propose aussi une modélisation continue des efforts élastiques internes a partir d’ une énergie de déformation
paramétrée par les constantes caractéristiques de la matiére. Ce travail s'inscrivant dans une démarche générale
se limite pour le moment au cas des corps linéiques. Enfin, j’ utilise le modéle des variétés splines pour mettre en
cauvre une méthode de réduction de paramétrage afin d accroitre les performances de production d’ animations
dynamiques de textiles tricotés

Motsclés : Animation dynamique, cor ps défor mables, smulation de textilestricotés.

Dynamic animation of continuous deformable objects
Application to knitted cloth simulation

Recent improvements in computer animation allow simulating the motion of alarge variety of shapes. As an
example, deformable objects animation is becoming a major research topic for the computer graphics
community. Dynamic animation is one of the possible ways to model deformation through time. First, a physics-
based modelling approach gives a natural mapping between the parameters of the model and the physical
properties of matter. Second, the motion considered as the solution of the underlying mechanical equations can
be produced automatically with agiven set of initial conditions.

But dynamic animation greatly depends on several disciplines, foreign to the computer sciences area like
mechanics, numerical analysis. In order to help every developer who wants to build a dynamic animation engine,
the first part of the document gathers three bibliographical studies dealing with a justification of the Lagrange
equations, a classification of usual integration methods and a state of the art about physical-based modelling of
deformable objects.

Many of the proposed mechanical models for deformable objects, even if they are built upon continuum
mechanics, proceed in a discretizing step. This step consists of distributing the total mass upon a discreet set of
characteristic points. In the second part of this document, | present an innovative model for deformable objects
using a continuous mass repartition. This model, based on a spline definition, encompasses the definitions of
spline curves, surfaces and volumes and allows performing formal simplifications on the equations of motion to
obtain an equivalent linear differential system exhibiting remarkable structural properties. | also propose a
continuous model for inner elastic constraints built upon a deformation energy function. This work, developed in
a general way, is currently restricted to spline curves. Finally, | take advantage of the properties of this new
mechanical model to propose a parameters reduction method in order to speed up the computation times during
the process of knitwear simulation.

Keywor ds. Dynamic animation, defor mable objects, knitted cloth simulation.





